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El Consejo Nacional de Humanidades, Ciencias y Tecnologias (Conahcyt)
difunde, a través de la coleccién Cienciasy Humanidades para México, obras
de investigacion cientifica y humanistica que aportan conocimientos para
el desarrollo y bienestar de nuestro pais.

Las personas autoras, tanto nacionales como extranjeras, son profesio-
nalesy académicas altamente capacitadas en la investigacién humanistica
y cientifica, dedicadas a la atencién de las principales tematicasy los proble-
mas prioritarios de México, asi como del contexto latinoamericano.

Con la publicacion de estos trabajos se conforma un corpus valioso, ac-
cesible para estudiantes de educacién superior, asi como profesionales es-
pecializados y no especializados. De igual forma, el publico general podra
completar o enriguecer su formacién mediante la lectura y el estudio de
sus paginas.

Los libros de esta coleccién abordan cuestiones fundamentales y de
interés, como salud, movilidad, soberania alimentaria, migracién, cambio
climatico, transiciéon energética, educacion, artesy literatura, y contribuyen
al didlogo e intercambio de ideas sobre temas actuales que remiten a nues-
tras realidades.

De esta manera, el Conahcyty el Fondo de Cultura Econdmica han unido
esfuerzos para hacer de esta coleccidén una muestra significativa de las vi-
sionesy los conocimientos que lasy los expertos tienen respecto de algunos
temas sobresalientes que hoy se debaten en México y América Latina.
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Introduccion

Querido lector, inicio este volumen agradeciendo sinceramente y de todo
coraz6n que hayas decidido abordar su lectura. Muchas gracias. Deseo
que encuentres en él un tiempo de calma y de esparcimiento; también
espero que tu curiosidad quede satisfecha y, sobre todo, espero que tu
creatividad sea estimulada. Ojala y asi sea. Por mi parte, yo me diverti
escribiéndolo. Aproveché para ello los meses de estrés, tristeza, ansiedad
y confinamiento involuntario que nos trajo la inesperada pandemaia viral
de los afios 2020, 2021... y 2022. Escribi las siguientes palabras cuando
terminé la version inicial de este libro, antes de someterlo al proceso de
dictamen editorial, el 24 de agosto de 2021:

la pandemia atn sigue causando estragos, y en la Ciudad de México, donde
resido, la tasa de contagio ha estado ligeramente al alza y por ello la ansiedad
sigue presente. Afortunadamente he sido vacunado y eso me da cierta tran-
quilidad. En verdad que no deja de ser asombroso que en un tiempo tan corto
se hayan logrado desarrollar vacunas efectivas contra el virus SARS-CoV-2.
Una demostracién impresionante de la capacidad de la ciencia contempora-
nea para abordar la resolucion de problemas de gran complejidad. Lastima

1 Quizés tendria que matizar lo que respecta al cardcter contingente de la pandemia. Esto porque
la degradacion en curso del planeta, causada en gran medida por la demanda energética asocia-
da al consumo de combustibles fésiles, aumenta la probabilidad de emergencia de pandemias
virales. Existen sobradas evidencias que muestran que la aparicién de nuevas enfermedades
contagiosas de origen animal esta asociada a regiones geograficas especificas donde las activi-
dades humanas tienen lugar en un contexto de alta biodiversidad de vida silvestre, la cual impli-
ca una biodiversidad microbiana concomitante. La erosion acelerada de los equilibrios ecosisté-
micos, ocasionada por el crecimiento poblacional desmedido y la urbanizaciéon descontrolada,
se traduce en el incremento del flujo de microbios patégenos hospedados por la fauna silvestre
hacia la poblacién humana. Desde esta perspectiva, aunque no se podia predecir, la pandemia
ocasionada por el virus SARS-CoV-2, no es del todo inesperada. De no frenarse la incursion de la
poblaciéon humana en los territorios con alta biodiversidad de vida silvestre es de esperarse un
incremento sustancial en la emergencia de pandemias virales con alcance global.
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que este logro cientifico y tecnoldgico innegable se vea manchado por la sed
de ganancia de las empresas farmacéuticas que monopolizan su desarrollo, lo
cual ha limitado su disponibilidad para proteger a las poblaciones de los pai-
ses pobres. Espero que la situacidén mejore en los meses que vieneny que todos
podamos entonces deambular y convivir sin preocuparnos en demasia. Hacla
tiempo que traia en mente lo que expongo en este volumen; sin embargo, por
diversas razones, entre las cuales estd mi enorme tendencia a procrastinar, no
habia hallado las condiciones adecuadas para materializarlo. Al inicio pensé
en redactar una serie de articulos con fines de divulgacion cientifica, aunque
lainterrupciéon que ha acarreadola pandemia enla actividad de muchasdelas
revistas dedicadas a dicha tarea me llevo a considerar la elaboracidn de este
libro. Lo que presento es entonces el resultado de las diversas circunstancias
especificas en las que he estado inmerso durante estos Gltimos meses, lo cual
incluye haber elaborado este texto frente a una ventana a través de la cual he
podido contemplar el ir y venir de colibries y de ardillas entre la vegetacién
de un jardin precioso. He sido afortunado y lo agradezco.

Al dia de hoy, 2 de septiembre de 2023, el contexto ha cambiado. Si
bien la pandemia de la covid-19 ha amainado de manera notable, ain
puede unover a algunas personas utilizando cubrebocas en en el transpor-
te pablico de la Ciudad de México, lugar donde resido, aunque gran parte
del temor colectivo se ha reducido al minimo. En lo que a mi respecta,
me han puesto ya cuatro vacunas contra el virus SARS-CoV-2. No sé cual
sea la Gltima, pues participo como voluntario en uno de los ensayos fina-
les de la vacuna Patria en proceso de desarrollo bajo la responsabilidad
del gobierno de México. Pude haber recibido dicha vacuna o bien otra de
origen comercial, con respecto a la cual se estableceran las comparacio-
nes debidas, pues el proceso de certificacion de la vacuna en gestacion
exige la aplicacién de un método de investigacién cientifico doble ciego.?

2 Esdecir, el método de ensayo clinico en que ni los sujetos de experimentacién ni los investigado-
res responsables conocen la identidad de los individuos asignados a cada grupo experimental.
En este caso existen dos grupos: uno constituido por individuos a los que se asigna la vacuna ex-
perimental, y otro, denominado grupo de control, constituido por individuos que reciben una
vacuna ya certificada y distribuida para uso en seres humanos. El método se justifica mediante
técnicas matematicas, de indole estadistica, que tienen como finalidad asegurar que los efectos
clinicos de la vacuna experimental sean reales y no resultado del azar.
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Hasta aqui el contexto en el que retomé la reescritura del texto que dejé
para el primer dictamen. Continuo entonces.

¢A QUE PUBLICO ESTA DIRIGIDO ESTE LIBRO?

Aunque no concebi este libro como un divertimento, espero sinceramen-
te que su lectura te sea divertida y que te ayude asi a olvidar al menos en
parte los infortunios del SARS-CoV-2. Con respecto al contenido, el pre-
sente volumen tiene la intencion principal de alimentar la curiosidad de
lectores interesados tanto en las matematicas como en los modos especi-
ficos del pensamiento que se asocian a ellas, sin establecer para ello requi-
sitos especificos de formacion académica, de edad o incluso de intereses
culturales. Espero que t{ seas uno de esos lectores en los que pensé al es-
cribir este volumen. Podria decir que el piblico ideal de este libro es el
de aquellos que conservan la curiosidad como una de las caracteristicas
principales de su forma de ser y de existir, y que por ello encuentran por
demas natural cuestionar el significado de las matematicas en sus diver-
sos aspectos. Esto no significa que no sea consciente del hecho de que lo
que expongo aqui le sea mas interesante a quienes han incursionado, aun
con temor, en los territorios de las matematicas. También espero que al-
gunos que Gnicamente han percibido esos territorios desde los linderos
se animen a recorrerlos y disfruten hacerlo. Esa es, pues, mi expectativa.

Cabe puntualizar que si bien no persigo aqui de manera prioritaria
objetivos de indole educativa, pues este no es un libro de texto, espero
que el contenido del presente volumen le sea también Gtil a maestros de
matematicas del nivel secundarioy medio superior, para quienes respon-
sabilizarse de la formacién académica de adolescentes es un reto com-
plejo y también magnifico. La elaboracién de libros de corte netamente
educativo es un asunto sumamente serio que le corresponde a especialis-
tas, en este caso de la ensefianzay del aprendizaje de las matematicas. En
mi caso, yo soy un cientifico centrado fundamentalmente en el uso y la
construccidon de conocimiento matematico y mi interés con este texto es
compartir mi pasién por las matematicas, sin pretenderme un experto
en su aspecto educativo. Dicho esto, le he dado al contenido de este libro
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un tratamiento de corte pedagdgico, por lo cual he intentado, en la medi-
da de lo posible, que los temas tratados en cada uno de los capitulos sean
autocontenidos y que el material necesario para seguir cada demostra-
ci6n a los enunciados matematicos que incluyo sea parte de sus propios
preliminares. Aun tomando en cuenta lo anterior, te invito, querido lec-
tor, a complementar la lectura del material incluido mediante la consul-
ta de otras fuentes que incluyo en la “Bibliografia recomendada”. Abordo
este asunto mas adelante (p. 19).

Creo necesario especificar que en este texto recurro al empleo gené-
rico del masculino, o género no marcado, como lo denomina la Gramatica
académica, sin que esto suponga discriminacidn sexista alguna.

ENTRANDO EN MATERIA

Este libro trata de teoremas y aqui se impone un paréntesis etimologico.
La palabra teorema en espafiol reproduce la palabra fsmpnp.a (fonética-
mente: thebrema) del griego antiguo. Fue acufiada hacia el siglo vI antes
de nuestra era con base en el verbo fOcwpéw (fonéticamente: theoréo), que
significa “analizar con atencién y detenimiento”. Etimolégicamente ha-
blando, teorema significa, en el contexto matematico y filosofico, “el re-
sultado de observar, reflexionar y analizar con atencidén y detenimiento
el resultado de una demostracion l6gica”.

Asi pues, aunque este libro trata de teoremas, lo mas importante son
las demostraciones, e invito a aceptarlas como un juego. En cada caso que
abordo, he incorporado algunos apuntes histéricos, sociales y sobre todo
culturales. Mi intencidn, al hacerlo, es ubicar la génesis del conocimiento
matematico inscrito en el contexto que le es propio y con ello contribuir
a su desmitificacion. Esto para reiterar unay otra vez que no existe el cono-
cimiento cientifico sin un contexto también especifico.

Los modos especificos que adopta el conocimiento cientifico reflejan
las circunstancias historicas, socialesy culturales en las que se gesta; mas
alin: como veremos posteriormente, la personalidad misma del matema-
tico es en gran medida un constructo social. Esto lo he resaltado a to-
do lo largo del texto mediante la presentacién de recuadros tematicos

10
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concebidos como ensayos ligeros, limitando su extensidon. Concebi estos
recuadros tematicos como una suerte de paréntesis en la logica de la ex-
posicién, para hacerla menos arida y, ante todo, para invitar al lector a
reflexionar en torno a las circunstancias socioculturales e historicas, e incluso
psicologicas, que condicionan los procesos de construccion del conocimiento.

En cierto sentido, este libro es un ensayo centrado en elucidar, por
medio del cuestionamiento reflexivo, algunos de los aspectos que caracte-
rizan a lo matematico con lo que nos define como humanos. No he
intentado elaborar aqui un manual para demostrar teoremas. He deja-
do conscientemente que el contexto, tanto aquel que subyace a la forma
que toma el conocimiento matematico como el que me corresponde co-
mo persona, se manifieste a través de mis palabras. Espero que el lector
aprecie esta invitacion.

VERIFICABILIDAD DE LO QUE SE EXPONE

Tal y como lo he expresado antes, en este volumen incluyo las fuentes de
informacion de las que me he servido de manera directa en el cuerpo
del libro. En cuanto a los 10 teoremas incluidos, las demostraciones que
los acompafian proveen el mecanismo de verificacion légica de lo que se
ha afirmado, tal cual se debe proceder al tratarse de enunciados 16gicos
que se sirven del razonamiento hipotético-deductivo como criterio de va-
lidez. A ese respecto siento que no debe de presentarse ninguna clase de
controversia. En cada caso expongo las circunstancias histéricas y socio-
culturales que subyacen a los enunciados logicos.

En cuanto al material que acomparia a los teoremas en cada uno de
los capitulos que les conciernen, asi como en esta “Introduccién”, en la
“Motivacidn”, en los “Conceptos preliminares”, en los “Comentarios fina-
les” y enla “Bibliografia recomendada”, las afirmaciones que formulo sin
especificar fuentes especificas de informacion son de mi entera respon-
sabilidad. Debido a que he concebido este libro como un ensayo, por ende
expositivo-argumentativo, mis argumentaciones deben sostenerse por si
mismas. Esa es, pues, mi intencién. Seguramente méas de uno de mis ar-
gumentos serd motivo de debate, lo cual me parece sano. No siento que

11
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sea necesaria la coincidencia perfecta entre autores y lectores para esta-
blecer un didlogo provechoso.

SOBRE EL TITULO DE ESTE LIBRO

En cuanto al titulo de este libro, inicialmente consideré La gloviosa rebelion
de los irracionales, atreviéndome al lirismo. Esto sabiendo muy bien que
le podria resultar incomodo a méas de uno y asi fue. Se me ocurrié ese
primer titulo para establecer como punto de partida la reflexidn sobre lo
que significd en la yalarga historia de las matematicas el descubrimiento
de los niimeros irracionales en los tiempos de la Antigua Grecia (1200 a.C.-
146 a.C.). Conviene recordar aqui que tales nimeros son aquellos que 7o
se pueden escribir en términos de fracciones formadas por el cociente de
nGmeros enteros. Fracciones tales como éstas:

1123 7
235 T
pertenecen al conjunto de los niimeros racionales, al igual que el cero y to-
dos los nimeros enteros positivos y también los negativos. Dicho descu-
brimiento fue una auténtica rebelidén del pensamiento que potencid en
Occidente la consolidacion de la geometria en detrimento del algebra co-
mo terreno de predileccion de los métodos de construccidon del conoci-
miento matematico. Esto lo podemos enunciar a la luz de lo que hoy se
sabe sobre su evolucion. La preeminencia de la geometria queda de ma-
nifiesto en el célebre y atin hoy en dia sorprendente tratado de los Ele-
mentos, elaborado por el matematico Euclides en Alejandria, en el Egipto
ptolemaico, hacia el afio 300 antes de nuestra era. Dicho texto, conside-
rado en general como la referencia fundamental en lo que respecta a la
génesis del razonamiento matematico, es en si el primer tratado dedica-
do ala geometria, entendida como un territorio idealizado que se explora
mediante el razonamiento abstracto. En lo que respecta al presente libro,
el razonamiento matematico de corte geométrico también prevalece. La
propuesta original del titulo no se hizo con una intencién de indole mer-
cadotécnica. La idea de servirme del término “rebeliéon” tuvo como pro-
posito invitar al lector a reflexionar en el hecho de que la construccién

12
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del conocimiento matematico no es ni un proceso estatico ni tampoco un
proceso gradual. Las revoluciones y las rebeliones han estado presentes
a todo lo largo de su historia y uno puede percibirlas en la forma misma
que toman los teoremasy sus demostraciones respectivas. Mediante el ti-
tulo La gloviosa rebelion de los ivracionales quise rendir homenaje a quienes
en la antigiiedad dejaron la comodidad de cuantificar su entorno a través
de cantidades representadas mediante cocientes de longitudes finitas de
cuerdas, esto es mediante el uso de los nimeros racionales; lejos de ello,
se rebelaron y se entregaron asi a la pasion de conocer algo nuevo. La glo-
ria fue su justa recompensa. Al modificar el titulo de este escrito decidi
priorizar mi intencidén original: estimular la creatividad del lector. Para
alcanzar tal objetivo no sdlo expongo los teoremas escogidos y sus demos-
traciones correspondientes, sino que también me permito resaltar a lo
largo de este volumen lo que las matematicas significan en la cultura oc-
cidental, dejando bien en claro que lo que expreso es ante todo mi visiéon
personal. Esto no significa que no respete en la exposicion del material
técnico el rigor que exige el razonamiento matematico.

ASPECTOS TECNICOS

En lo que respecta a los aspectos propiamente técnicos de lo que expon-
go, he evitado conscientemente y en la medida de lo posible el uso de
operaciones algebraicas, aunque no siempre lo he logrado, lo cual en ver-
dad lamento. Con ello he tratado de prevenir la aversién que numerosos
lectores de textos de indole matematica suelen sentir ante el enfoque ex-
plicativo basado en la ejecucion de tales operaciones, aquellas que hacen
intervenir simbolos abstractosy que suelen despertar la ansiedad en mas
de uno y cuyo manejo sigue siendo un dolor de cabeza para muchos. Al
realizar operaciones algebraicas siempre existe la posibilidad de cometer
errores, y en gran medida eso es lo que genera la ansiedad y la aversion
hacia ellas. Por ello sostengo que la abstraccion de indole geométrica tie-
ne ventajas claras sobre la de indole algebraica, al ofrecer un modo de ra-
zonamiento matematico menos doloroso y por ello mas apto para darle
oportunidad a lo lddico en los procesos de aprendizaje.

13
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He incluido en el primer capitulo las motivaciones que me han guia-
do al escribir este texto. Estas se resumen en mi intencién primordial de
ilustrar los modos de razonamiento que se siguen en la construccién del
conocimiento tildado como matematico, el cual anclo a lo largo de este
volumen en las circunstancias socioculturales que subyacen a la utilidad
plblica de las matematicas. Aunque los métodos de razonamiento a los
cuales hago referencia no le son exclusivos al mundo de las matematicas,
es en su contexto como se potenciaron histéricamente sus posibilidades,
que terminaron por darle forma a la ciencia moderna como logro maxi-
mo de la agenda de los pensadores europeos del Siglo de las Luces.® En los
siguientes capitulos, abordo la demostraciéon de diez teoremas matema-
ticos, dedicando un capitulo a cada uno de ellos.

¢POR QUE DIEZ TEOREMAS?

Podrian haber sido mas o menosteoremas, aunque 10 me parecié unbuen
nimero. Puede ser que en mi subconsciente se manifestara una evoca-
cion a la tetraktys de los pitagoéricos que se muestra en la figura 1, aunque
también puede ser que la razon estribe en que nos es facil contar hasta
diez porque solemos hacerlo utilizando para ello los dedos de nuestras
manos... jVaya uno a saber! A los matematicos mayas de la antigliedad les
parecid de lo mas normal servirse de un sistema de numeraciéon con base
en el nimero veinte, agregando a los dedos de las manos los de los pies.
En cuanto a los babilonios, preferian contar hasta doce utilizando para
ello los tres segmentos de los cuatro dedos de la mano que poseen tres fa-
langes. El pulgar, que cuenta Gnicamente con dos falanges, se utilizaba
para realizar el conteo desplazando su extremidad por los segmentos de
los otros dedos.

3 Movimiento filoséfico, literario y cultural europeo, que tuvo lugar entre 1715 y 1789, basicamente
en Francia, Inglaterra y Alemania. Propuso superar el oscurantismo, promover el conocimiento
y la tolerancia, combatiendo para ello la supersticion, oponiéndose al poder clerical y desacrali-
zando el poder monarquico. También conocido como la Era de la Razon o simplemente como la
llustracion. Este movimiento provino del esfuerzo de pensadores de élite pertenecientes, en ge-
neral, a las capas altas de las sociedades aristocraticas europeas. La emergencia de la Revolucién
francesa (5 de mayo de 1789-9 de noviembre de 1799); promotora inicialmente de un radicalismo
igualitario, significo el fin del Siglo de las Luces y con ello de su perspectiva social elitista.

14
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Figura 1. La tetraktys.
Esta figura, consistente en 10 puntos ordenados en 4 renglones (un punto en el primero,
dos puntos en el segundo, tres en el tercero y cuatro puntos en el cuarto), representa al
cuarto numero triangular (los nidmeros triangulares son nimeros figurados que se presen-
tan mediante triangulos equilateros). Para la escuela pitdgorica, fundada por Pitdgoras en
la Antigua Grecia en el siglo vI antes de nuestra era, esta figura tuvo un significado mistico.
Se servian de ella para representar el concepto de /a totalidad.

Regresando a los teoremas que abordo en este libro, en cada caso ex-
plico el porqué de su interés. En lo que sigue introduzco brevemente lo
que concierne a cada uno de ellos.

Inicio el recorrido con la conocida declaracion matematica que esta-
blece la mecanica para calcular lo que resulta al sumar todos los elemen-
tos de una sucesion finita de los primeros nlimeros enteros naturales
ordenados de menor a mayor, comenzando por el niGmero 1. A este pri-
mer teorema le sigue la declaracién que define la propiedad principal de
los nmeros racionales; esto es, el hecho demostrable de que son represen-
tables mediante el cociente de dos nimeros enteros, para formar lo que se
denomina una fraccion irveducible. Esto me permite abordar después, en
el tercer teorema, la demostracion de la naturaleza irracional de la raiz
cuadrada del nimero 2, nimero al que se representa —como es costum-
bre en practicamente todos los textos de matematicas contemporaneos—
mediante la conocida notacién \/5.4 La irracionalidad de \/5 marcd

4 Para ser mas precisos, lo mas conveniente seria representar la raiz cuadrada de un numero,

15
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histéricamente la emergencia de lo inconmensurable como propiedad fun-
damental de ciertos objetos geométricos, asociandola en este caso a la
longitud de la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos catetos son
idénticos y de longitud unitaria. En el recuadro 1 (p. 17) expongo la rela-
cién entre la emergencia de los nGmeros irracionales y el concepto
de revolucidn cientifica. Asi, comienzo también con la inclusiéon de los
recuadros complementarios.

Después de tratar en el tercer teorema la irracionalidad de \/E —que
es, en notacién decimal:

1.41421356237309504880168872420969807856 ...

y asi hasta el infinito inconmensurable...y méas alld—,5 procedo en el cuar-
to teorema a presentar una demostracion visual del célebre teorema de
Pitagoras, lo cual me permite argumentar en torno al elusivo y subjetivo
concepto de elegancia en el ambito de las matematicas.

Dedico el quinto teorema a demostrar el hecho de que la raiz cuadra-
da del namero 2 —\/E, como hemos visto— es una constante asociada a
la estructura de los triangulos rectangulos isdsceles, lo cual me permite
exponer el significado del concepto de invariancia en el contexto de las
matematicas. Esta es una nocidén poderosa que, comprendida en térmi-
nos de propiedades de objetos matematicos que permanecen sin cambio
ante ciertas clases de transformaciones, introduce el concepto de esencia
estructural de las familias de objetos matematicos.

Utilizando el teorema de Tales y el de Pitagoras presento después la
declaracién matematica que establece la relacidn entre la media geomé-
trica y 1a media arvitmética de dos nimeros positivos, que corresponden a
dos maneras de cuantificar un nimero que represente al par involucrado.
Junto con la demostracion del sexto teorema aprovecho la ocasién para
recorrer algunos de los conceptos que subyacen en el uso de las medias pi-
tagoricas en el ambito de la miisica académica occidental, centrandome

digamos x, mediante 2/X. En general se utiliza la notacion "Vx para representar la n-ésima raiz
del numero x. Por ejemplo, la raiz clbica del nUmero entero 27 se representa como 827, que
corresponde al niumero entero 3. En efecto, 3 x 3 x 3 = 27.

Como diria el juguete que lleva el sobrenombre del segundo hombre que camind en 1969 sobre
la superficie lunar y quien es hasta ahora y por mucho mi astronauta favorito: Edwin Eugene
Aldrin Jr., Buzz Aldrin.
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f Recuadro 1. ; La emergencia de los nUmeros irracionales como revolucion cientifica? \

La nocion de revolucion cientifica es un producto neto de las reflexio-
nes intelectuales que alcanzaron su madurez durante la década de
los afios sesenta del siglo pasado. Fue propuesta por el estadouni-
dense Thomas Samuel Kuhn, quien postuld que las ciencias —asfi, en
plural— progresan mediante la aparicidén de nuevos paradigmas. De
acuerdo con él, un paradigma designa los compromisos compartidos
por una comunidad de cientificos; la emergencia de nuevos paradig-
mas es catalizada por la insatisfaccion de una parte de esa comuni-
dad en lo que respecta a la utilidad de los vigentes. La instauracion
de los nuevos renueva los compromisos. Al considerar las impli-
caciones del descubrimiento de los nimeros irracionales surge la
tentacion de afirmar que trajo como consecuencia una revolucién
cientifica enlas matematicas de la Antigua Grecia. Sin embargo, esto
no fue asi, debido a que no existia una comunidad cientifica como tal,
sinoindividuos dedicados a exploraciones de lo matematico en inter-
seccion conlaindagacidn filosé6fica. La propuesta de Thomas Samuel
Kuhn requiere que la ciencia esté institucionalizada, lo cual no acon-
tecid en la Antigua Grecia. Hoy en dia la nocién de revolucion en
la ciencia esta siendo reemplazada por el concepto de evolucion de la
ciencia debida a procesos autoorganizados, que, entre otros aspectos, de-
bilita la nocidén misma de progreso y se traduce en términos sociales
en la consolidacién de comunidades cientificas altamente especia-
lizadas, un fenémeno que recuerda al de la especiaciéon en biologia.
El descubrimiento de los nlimeros irracionales habria entonces
participado de un proceso de adaptacion del conocimiento a las res-
tricciones de la época, entre las cuales se encuentra la formulacién
en términos geométricos de las cuestiones matematicas, la instau-
racion del razonamiento hipotético-deductivoyla minimizacion del
Kuso del algebra por sus limitantes operacionales. )
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en el concepto de la quinta perfecta, que se utiliza en procesos de compo-
sicién musical.

Posteriormente, y dada su trascendencia en la historia de las mate-
maticas, no podia dejar pasar sin considerar la intrigante familia de los
niimeros primos, por lo que incluyo como séptimo teorema la declaracion
matematica que establece el hecho de que todo nimero entero puede
factorizarse en términos del producto de nimeros primos: éste es el cé-
lebre teorema fundamental de la aritmética. Los nimeros primos fueron
percibidos en la antigiiedad como una suerte de atomos abstractos, com-
ponentes esenciales del resto de los nGmeros enteros.

El octavo teorema lo dedico al conocido hecho de que en geometria
euclidiana (esa que idealiza el espacio en el que transcurre nuestra exis-
tencia), la suma de los angulos de todo tridngulo es constante e igual a
180°. Esto me permite discutir la complejidad cognitiva asociada alo que
se percibe como evidentemente cierto, asociado en matematicas ala nociéon
de axioma, ilustrada con el problematico postulado euclidiano de las pa-
ralelas, también conocido como el quinto postulado de Euclides.

En fin, para los Gltimos dos teoremas que incluyo en este libro he se-
leccionado, como noveno teorema, el hecho, demostrado de manera irvefu-
table, tal y como se debe en matematicas, de que hay Gnicamente cinco
poliedros requlaves convexos; y, como décimo teorema, lo que Arquimedes
considerd como su obra maestra: la demostracion mediante nociones de
origen mecanico de que la esfera inscrita en un cilindro ocupa dos tercios del
volumen de éste. E]1 seguimiento de las demostraciones de las dos Gltimas
declaraciones implica un esfuerzo mayor que el que se requiere para las
ocho previas. Espero que el lector acepte con gusto el desafio.

La demostraciéon asociada a los poliedros, el noveno teorema pre-
sentado en este libro, la abordo desde la perspectiva de la teoria de gra-
fos. Esto provee un ejemplo para mostrar la importancia del papel que
desempenan las restricciones impuestas por la informacién asociada
en las propiedades de objetos matematicos. Esto me permite ilustrar c6-
mo la trayectoria de la abstraccién nos puede llevar de lo fisico a lo geo-
métrico y de alli a la informacién pura, en el proceso de aprehension de
lo matematico.
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En cuanto ala obra maestra de Arquimedes, décimo y Gltimo teorema
incluido en este libro, presento la demostracion siguiendo la metodologia
mecanicista que él propuso. Esto lo hago como un sincero homenaje a su
memoria y como una invitacién que le extiendo al lector para dejarse ir
en el placer que da la exploracion de lo matematico, inspirado quizas en
las emociones que puede despertar en nuestra mente la lectura de la obra
de Arthur Rimbaud, poeta simbolista francés del siglo x1x, cuando nos
dejamos llevar por el gozo de lo que nos ofrecen los nuevos senderos.

FUENTES BIBLIOGRAFICAS Y LIGEREZA EN LA EXPOSICION

Menciono aqui que, para facilitar la lectura de lo que someto a la consi-
deracidn del lector, evité saturar los capitulos con citas bibliograficas, lo
cual no significa que renuncie con ello a la verificabilidad del conocimien-
to matematico, que expongo como uno de sus atributos fundamentalesy
también indispensables. En lugar de eso indico la fuente pertinente de la
informacion directamente en el texto, aunque evito conscientemente
la exhaustividad cada vez que lo juzgo necesario. Me permito esta liber-
tad para evitar que el texto crezca en demasia y también porque he de-
cidido que este volumen no se inscriba en la légica del academicismo a
ultranza, dejando que reine en la exposicidon la ligereza.

En general, para fundamentar esta obra me baso en informacién
bibliografica confiable que esta disponible en una gran cantidad de libros,
asi como en diversos articulos cientificos y también en varios sitios web,
incluyendo entre ellos:

- la Wikipedia (https://www.wikipedia.org/);
- la Enciclopedia Britanica en linea (https://www.britannica.com/);

- la Enciclopedia de Matematicas de la Sociedad Europea de Matematicas
(https://encyclopediaofmath.org).

Seguramente el lector curioso hallara mas fuentes de informacién re-
corriendo los inconmensurables territorios de internet.
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Después del Gltimo teorema agrego un capitulo dedicado a recomen-
dar algunas fuentes bibliograficas que complementan lo que expongo en
este volumen. Para este fin, he incluido sélo aquellas obras que me pare-
cen pertinentesy que espero le sean de interés al lector. Asimismo, inclu-
yo, ademas del indice de materias de rigor, un indice onomastico de los
matematicos, filosofos, cientificos y otros personajes que menciono en la
obra, para los cuales he anotado en la medida de lo posible sus lugaresy
fechas de nacimiento. Esto con la expectativa de permitir al lector ubi-
car con precisién lo que asocia a esos seres humanos concretos con sus
circunstancias histéricas y socioculturales.

Finalmente, para estar al tanto de las herramientas digitales de edi-
cién y de tipografia que utilicé para elaborar este manuscrito, incluyen-
dolas diversas figuras que he incluido, el lector curioso puede disponerse
a leer el recuadro 2.

No podria terminar esta introduccion sin agradecer a quienes estimu-
lan permanentemente mi curiosidad:

Gracias Anais, gracias Val, mis dos radicales.
Les dedico este libro con amor infinito.

Ciudad de México, mayo de 2024.
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f Recuadro 2. Herramientas de edicién y tipograficas utilizadas \

Para la elaboracidon de este volumen me he servido del sistema pa-
blico de composicion digital LTEX, disefiado por el matematico es-
tadounidense Leslie Lamport a partir del programa informatico de
tipografia TgX, concebido por el célebre matematico y cientifico
de la computacion, también estadounidense, Donald Ervin Knuth,
originalmente lanzado en 1978 (jhace mas de cuarenta afios!) y que
hoy en dia se encuentra en la version 3.14159265, sin cambios desde
enero del afio 2014. Espero que el lector curioso disfrute este guifio
a la nocidn de trascendencia en el sentido matematico. Este sistema
informatico de edicién se ha convertido en un estandar internacio-
nal para la elaboracién de textos de indole matematica, gracias a la
colaboracién de un gran niimero de seguidores que se comunican
en nuestros dias mediante internet y que le agregan de manera per-
manente nuevas funcionalidades. Para facilitarme la tarea de edi-
cion utilicé OVERLEAF (https://www.overleaf.com), el editor colabo-
rativo para ITgX disponible en la nube informatica. En cuanto a las
imagenes mostradas en este volumen, las elaboré utilizando la herra-
mienta de produccidn de graficos vectoriales PGF/TikZ, desarrollada
y soportada, con base en macros de TgX, por el especialista aleman
en informatica tedrica Till Tantau, entre 2005y 2016, y por el fisico
Henri Menke a partir de 2019; el paquete tikz-3dplot, actualmente
bajolaresponsabilidad del tecnoélogo Jeffrey D. Hein, me fue también
de gran utilidad parala elaboracion de las imagenes. Estas son, pues,
las herramientas de composicion tipografica de las que me he servi-
do profusamente. Afortunadamente vivimos en una época en la que
tenemos a la mano herramientas informaticas de edicién que hasta
khatce unos pocos afios eran impensables. )
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Motivacion

Como tema de reflexidn, las matematicas son a la vez apasionantesy tam-
bién un asunto algo problematico. ;Por qué afirmo esto? Me explico. Las
matematicas son apasionantes porque constituyen hoy en dia no sdlo
un dominio importante de la ciencia —un dominio quizas excesivamen-
te sacralizado—, sino ante todo porque son un hecho cultural significativo.
;Qué quiero decir con esto? Gracias a las matematicas —como concepto
y ante todo como institucidén—, se manifiestan ciertos imaginarios cul-
turales; esto es, elaboraciones simbolicas que la sociedad edifica para
orientarse ante lo que se reconoce socialmente como lo real:lo que se con-
trapone socialmente a lo que se califica, también socialmente, como Gni-
camente imaginario. Para comprender algo nos servimos entonces de la
imaginacion, y con ello fijamos las fronteras entre lo que reconocemos co-
mo perteneciente aloreal, en sus diversas manifestaciones, y aquello que
no le pertenece, lo que se nos presenta —esto es, lo que representamos—
sblo como producto de nuestraimaginacion. Este proceso cognitivoy tam-
bién social lleva necesariamente a cuestionar lo que define y da formay
sustancia a tales fronteras. Comprender al detalle como se traza una fron-
tera especifica entrelo real yloimaginario es también comprender lo que
esta siendo delimitado por ésta. Asi, para comprender algunos aspectos
importantes de la estructura social requerimos explorar la relacién que
guardan las matematicas con los imaginarios culturales, a fin de poner
en claro como las dindmicas sociales condicionan los modos de ser de lo
matematico y viceversa, lo cual me parece en verdad apasionante.
Ahora bien, jpor qué considero que las matematicas constituyen tam-
bién un asunto problematico? La razon estriba en que ciertas patologias
sociales, tal y como la que coloca a las mujeres bajo la dominacién
masculina, se nutren de ciertos imaginarios culturales asociados con las
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matematicas. Puede sonar exagerado, aunque no lo es. Explorar las con-
secuencias sociales de la interaccidén entre las matematicas y la ima-
ginaciéon obliga a no volver la mirada y aceptar que éstas, como todo
dominio cientifico, puede tener aspectos intrinsecamente negativos.
Como mostraré mas adelante, las matematicas poseen una significaciéon
cultural valiosa que merece ser protegida y promovida, lo cual hace nece-
sario corregir los aspectos socialmente negativos que participan de su es-
tructura institucional.

Hay mucho de imaginacién altamente estructurada en el conocimien-
to matematico, y hay muchos imaginarios culturales que nacen precisa-
mente del uso de las matematicas como herramienta para darle forma a
ideas asociadas a la estructura del universo social. Una de estas elabora-
ciones simbolicas es la que asocia a quienes se dedican profesionalmen-
te a la construccioén de conocimiento reconocido como matematico con
una supuesta capacidad de elucidar los misterios que se ocultan tras las
apariencias de lo real. Esta asociacidon entre las matematicas y “el mis-
terio” potencia a lo que mas tarde denominaré como la tentacion mistica
en matemdticas. Aunque muy importante, tal imaginario cultural es s6lo
uno de los que se sirven de las matematicas para sustanciar complejas
dinamicas sociales que pueden ser en parte comprendidas mediante el
analisis critico de la relacion que guardan las matematicas con el cuer-
po social. ;Qué nos dice la comprensién de lo que significa la tentacion
mistica sobre la acumulacién de capital simbélico por parte de los mate-
maticos profesionales y su subsecuente adquisicion de privilegios socia-
les? Esta esla clase de cuestionamientos cuya respuesta puede explorarse
comprendiendo larelacién entre las matematicasylosimaginarios cultu-
rales. Reiterando, mediante tal comprension, que entrafia aspectos tanto
cientificos como cognitivos y socioculturales, podemos aprender mucho
de lo que nos caracteriza como sociedad y como individuos, y es preciso
este aprendizaje para articular estrategias virtuosas de cambio social. Es-
ta ha sido, pues, mi motivacion principal para elaborar este manuscrito.

En lo que sigue abordo lo que percibo como el impacto cultural de
las matematicas, haciendo hincapié en su papel en el encauzamiento del
imaginario social que ubica al razonamiento abstracto de corte hipotético-
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deductivo en una posicion de privilegio; lo cual, como se vera, es de suma
importancia aunque no siempre resulta ser conveniente.

LAS MATEMATICAS Y SU IMPACTO CULTURAL

Me es importante insistir aqui en el hecho de que el impacto cultural de
las matematicas va mucho mas alla de su gran valia en todos los ambi-
tos de la ciencia y de la tecnologia. Para la sociedad contemporanea las
matematicas no son inicamente importantes porque nos proveen herra-
mientas metodoléogicas ttiles para la comprension de los principios que
subyacen a la ocurrencia de fendmenos complejos de gran interés cienti-
fico y sobre todo social, fenémenos tales como los que involucran:

- el preocupante cambio climatico de nuestro planeta como consecuen-
cia de la actividad humana desde el advenimiento de la era industrial
en Occidente;

- las dindmicas sociales que subyacen a los resultados de los procesos
electorales;

- las consecuencias econdémicas y socioculturales de la migracion;

- el disefio de trayectorias 6ptimas de vuelos comerciales en los sistemas
de trafico aéreo;

- la mejora de la precisién en la representacién de estructuras internas
del cuerpo humano con equipos y procedimientos especializados de
imagen médica;

- el disefio y puesta a punto de tecnologias complejas, tales como las que
hacen posible la construccién de centrales de produccidn de energia
eléctrica a partir de la fisién atdmica o la manufactura de vacunas efec-
tivas;

- el desarrollo de sistemas informaticos avanzados capaces de detectar
con precision el perfil de consumo de bienes y servicios por parte de
los usuarios de las redes sociales, esto es, las mal llamadas inteligencias
artificiales;
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- la simulacidn visualmente realista del movimiento del cuerpo humano
en el cine y en los juegos de video;

- larelacidén que guarda el estilo de vida de las personas con la emergen-
cia de las enfermedades cronico-degenerativas que las afectan;

- la evolucion espaciotemporal de las pandemias virales;

por dar algunos ejemplos que me parecen pertinentes por su gran interés
societal. Seguramente el lector podra elaborar su propio listado en fun-
cion de sus propios intereses y prioridades. La comprension profunda de
los principios fundamentales que subyacen a los fenémenos involucra-
dosen cadauno delos ejemploslistados precedentemente requiere el uso
adecuado de métodos de analisis que se formulan matematicamente, por-
que asi conviene hacerlo. Dichos métodos permiten enunciar en términos
16gicos el conocimiento existente en torno a los fendmenos participantes,
asicomo encauzar la formulacién de los cuestionamientos que potencian
la construccion de nuevo conocimiento que les esta asociado y, en su ca-
so, guiar el desarrollo de soluciones tecnoldgicas a problematicas de gran
importancia.

Si, sin duda las matematicas son socialmente Gtiles porque se pueden
utilizar con gran éxito para resolver problemas societales. ;Quién podria
dudarlo? La utilidad practica de las matematicas es por demas obvia. En
el caso de la pandemia viral debida al virus SARS-CoV-2, que ha afecta-
do a gran parte la poblacién humana desde su aparicién en la Reptblica
Popular China en el afio 2019, las matematicas han desempefiado un pa-
pel importante en la comprension de los riesgos epidemiolégicos, prove-
yendo medios cuantitativos y cualitativos para la reorganizacion de las
sociedades conla finalidad de atenuar las consecuencias negativas sobre
los sistemas de provision de servicios médicos. En este caso el uso de las
matematicas ha permitido determinar la proporcidon de una poblacién
sana que debe ser vacunada para detener los contagios, lo cual reduce los
costos de vacunar a toda la poblacién. En este ejemplo de gran actualidad,
aligual que en otros, el herramental de analisis proporcionado por las ma-
tematicas ha sido indispensable en el proceso de toma de decisiones por
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parte de los agentes politicos responsables. Sin embargo, y pese a su gran
importancia, no es la aplicabilidad del conocimiento matematico lo que le da
su significacion cultural mds profunda a las matemdticas. Esta es mas sutil.
Mas alla del utilitarismo, esta significacién proviene del hecho de que, en
asociacion con las matematicas, se encauza un imaginario social que le ha dado
gran valia a ciertos modos del razonamiento centrado en la abstraccion; esto en
detrimento de otras formas de pensar.

Con esto quiero hacer hincapié en que para la sociedad actual las ma-
tematicas no son nicamente una herramienta valiosa, sino que cons-
tituyen ante todo una institucion social,’ tanto real como simbélica, con
manifestaciones concretasy diversas que le son propias, entre las cuales
se incluyen las académicas y las escolares. Entonces, jpor qué son cultu-
ralmente significativas las matematicas? Lo son porque las matemadticas
constituyen una institucion importante que salvaguarda las potencialidades del
pensamiento abstracto.

Esta es, pues, la caracteristica fundamental de las matematicas, que
las distingue del resto de las instituciones sociales. En esto, como insti-
tucion esencialmente simbélica, las matematicas se han distanciado de
manera notable de las otras ciencias, y han adquirido un estatus social
privilegiado, nutrido por los excesos en los que ha incurrido la imagina-
cién colectiva al dotarle de atributos que han conferido alos matematicos
profesionales una posicioén social privilegiada.

Desafortunadamente este privilegio, que se pretende inicamente vir-
tuoso, no esta exento de desviaciones profundamente negativas. Esto
debido a que en algunos aspectos el estatus social privilegiado de las ma-
tematicas guarda cierta similitud con el que poseen en la sociedad con-
temporanea ciertos cultos religiosos.

Sé bien que esta aseveracidn no sera del agrado de algunos lectores,
en especial de aquellos que consideran que las matematicas constituyen
el templo por antonomasia del dominio de la razén en la construccién del
conocimiento. Sin embargo, la sostengo. En los siguientes parrafos abor-
do este aspecto de la relacién que guardan las matematicas con la vida

¢ En tanto que institucion social, las matematicas se presentan como un conjunto de creencias,
normas, actitudes y practicas, orientadas a asegurar la estabilidad y la permanencia de interac-
ciones sociales especificas.
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social, particularmente en las sociedades estructuradas de acuerdo con
la matriz ideoldgica occidental, comenzando por su vinculacidon con lo
que denomino la tentacion mistica.

EL MISTICISMO EN LA SIGNIFICACION CULTURAL DE LAS
MATEMATICAS

En Occidente las matematicas han contribuido desde tiempos antiguos
al sostenimiento de una cierta perspectiva mistica de la realidad, la cual
sigue atin presente. Esto ha traido como consecuencia el hacer de la pro-
fesidn matematica una suerte de sacerdocio que se quiere asociado a la
proteccidn de conocimientos secretos, conocimientos supuestamente sa-
grados que dan a sus celosos guardianes la via de acceso exclusivo a la
divinidad. Desde el posicionamiento mistico, la realidad suele entonces
estar dividida en dos:

- la que todos podemos percibir y sentir, con mayor o menor sensibilidad
y profundidad,

- vy aquella que se supone esta constituida de entidades abstractas y
puras.

Esta Gltima se suele presentar como Gnicamente accesible desde el
pensamiento “privilegiado” de los matematicos, que consideran a la pri-
mera como la realidad simple y sin misterios y por ello no tan importan-
te, en comparacion con la otra realidad. Por ello no sorprende que hoy en
dia algunos matematicos profesionales lleguen a erigirse en una suerte
de profetas vigilantes del respeto a una liturgia que le rinde pleitesia a
teoremas y ecuaciones, pero sobre todo a los profetas mismos: los mate-
maticos. A este respecto, siglos atras algunos matematicos afirmaron que
el pensamiento de dios” sélo podia comprenderse a través de las matema-
ticas, y de tiempo en tiempo emergen matematicos profesionales que se
reconocen en tales creencias, no siempre manifestandolo claramente, es-
to es, dejandose ir en una suerte de conveniente hipocresia. Conveniente

7 Me disculpo de antemano con quienes se sientan ofendidos por mi uso del término dios escrito
en minusculas.
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porque ocultan sus creencias tras el velo de la racionalidad para no asu-
mir el costo de manifestarlas sin ambigiiedad, con lo cual evitan el ries-
go de perder los privilegios sociales que vienen con el reconocimiento
social del papel de los matematicos profesionales como supuestos guar-
dianes de LA RAZON, asi, en maytsculas.

Aligual que entodoslos campos dela ciencia, el racionalismo no siem-
pre reina con exclusividad en el mundo de las matematicas. La nociva
tentacion mistica en el ambito de éstas s6lo ilustra uno de los aspectos
excéntricos de las derivas de los imaginarios culturales estructurados en
torno a las matematicas.

En el recuadro 3 profundizo un poco mas en este aspecto. Afortuna-
damente, en el ambito de las matematicas se sigue ensalzando el método
racionalista de corte hipotético-deductivo como indispensable para cons-
truir nuevo conocimiento matematico. Esta particularidad fundamental
de las matematicas limita de manera severa el uso de éstas, comprendi-
das como institucién, enla construccion de creencias, las cuales emergen
necesariamente de la aceptacion del principio de autoridad, radicalmente
opuesto al conocimiento construido mediante la aplicacion del razona-
miento hipotético-deductivo.

Me permito afirmar que, en esencia, la inica trascendencia que im-
porta en las matematicas es la de los nimeros que no son solucién de
una ecuacidn polinomial con coeficientes racionales. Perdén aqui por el
sarcasmo. La ridicula aceptacion de la trascendencia por parte de los nos-
talgicos de la metafisica, por demas caduca, no tiene razdn legitima de
ser en el ambito de las matematicas. Me reconozco asi entre quienes re-
chazan la vinculacion de las matematicas con lo teoldgico y defiendo la
necesidad social impostergable de su desacralizacion. Esto sin llegar a los
excesos peligrosos que pueden alcanzarse cuando se comete el error de
sacralizar alarazén. Hasta aqui con este tema. Después trataré en detalle
lo relativo a las matematicas y sus modos institucionalizados de
razonamiento, aunque abordaré primero lo relativo a la interaccién en-
tre matematicas y cultura desde una perspectiva sociologica critica.
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-

Kla mente social. )

Recuadro 3. Las matematicas y la tentacidon mistica \

Sereconoce como creyente en el misticismo a quien interpreta sus vi-
vencias personales en términos de una relaciéon directa con una reali-
dad trascendente no discernible por el sentido comn. El misticismo
esta presente no s6lo en el ambito de los cultos religiosos organiza-
dos, sino que se manifiesta a todo lo largo y ancho del espectro de la
vida social. Para muchos el misticismo da forma a la espiritualidad
que asocian ala blisqueda del sentido de su existencia personal. Mas
alla de su connotacién psicolégica, es un hecho que el misticismo es-
ta presente con mayor fuerza en aquellos ambitos que se benefician
al asociarlo con la proteccién de la legitimidad de las jerarquias so-
ciales. Desde esa perspectiva es un resabio del pensamiento domi-
nante en el Ancien Régime, caracterizado por la vigencia del prin-
cipio de autoridad. No es un misterio el que ciertos matematicos se
reconozcan en el misticismo y al mismo tiempo se consideren cien-
tificos. La sacralizacion del conocimiento matematico, enmarcada
en lo que me permito denominar aqui como la tentacion mistica, ha
dado lugar a creencias que distan mucho de ser inofensivas, y qui-
zas la mas perniciosa es la que afirma que el pensamiento de dios
se expresa en términos matematicos. De hecho puede decirse que,
en términos de su relacién con el pensamiento, el lado oscuro de las
matematicas es precisamente su vinculaciéon desafortunada con el
misticismo. Como toda persona que se reconoce en el misticismo,
el matematico mistico construye una prisidon para si mismo, y al en-
cerrarse en ella se aisla voluntariamente para proteger lo que percibe
como su contacto directo e iluminado con la divinidad. La tentacion
mistica alimenta asi el egoismo y coadyuva entonces a la constitu-
cién de nichos sociales exclusivistas regidos por el dominio del pen-
samiento abstracto, promovido en consecuencia como un atributo
de mentes privilegiadas y Gnicas, gracias a lo cual se convierte en
una fuerza que separa al matematico de las necesidades colectivas
de la sociedad. Con ello, el misticismo inmerso en las matemati-
cas puede contribuir a hacer de éstas una herramienta de control de
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SOCIOLOGIA DE LA RELACION ENTRE MATEMATICAS Y CULTURA

En mi sentir, la relacién que guardan las matematicasy la cultura, en su
sentido mas amplio, constituye un tema de suma importancia sociologi-
ca, quizas no suficientemente explorado por socidlogos profesionales. Me
arriesgaré aqui al tratar este asunto y para ello me inspiro en el enfoque
iniciado por dos pensadores indispensables que dedicaron su obra a la
comprension del fenémeno social en todas sus manifestaciones, el socio-
logo judio-aleman Norbert Eliasy el soci6logo francés Pierre Bourdieu: la
teoria sociologica de campos. Dicha teoria introduce el concepto de campo
social como el conjunto de relaciones de fuerza entre agentes (o institu-
ciones sociales), enfrascados en la competencia por el dominio de un de-
terminado capital (econémico, simbolico o cultural). E1 campo social se
comprende entonces como un espacio caracterizado por dos grandes pro-
piedades quelo definen; esto es, el conjunto de relaciones de alianza entre
los miembros, orientadas tanto a la obtencidn de beneficios como a la le-
gitimacidn de lo que los define como grupo. A esta caracteristica de todo
campo social se le agrega la que atafie a la confrontacién de grupos e indi-
viduos definida por la bisqueda por mejorar ubicaciones sociales, lo cual
se traduce en la exclusion de otros grupos e individuos; la exclusion sig-
nifica el no acceso a los recursos del campo social en disputa, que tratan
de ser monopolizados por quienes detentan ubicaciones sociales domi-
nantes. Debido a la presencia de estas dos caracteristicas de todo campo
social, la ubicacion social de un individuo especifico en el campo, esto es,
su capacidad de influir en las dindmicas de alianza y de confrontacion,
depende del tipo, el volumen y la legitimidad definida socialmente del
capital por el cual se compite. A esta dependencia del capital en disputa
se une la dinamica del habitus, esto es, las disposiciones del actuar social
embebidas en la personalidad del individuo y que éste adquiere a lo largo
de su trayectoria social.

Hablar entonces de las matematicas en términos sociolégicos re-
quiere abordar lo que concierne al quehacer profesional de quienes se
dedican a la construccidon de conocimiento definido socialmente como
matematico, esto es, los matematicos profesionales. Su quehacer social
certificado es lo que da forma a la interaccién del matematico con el
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campo social de las matematicas. En el recuadro 4 abordo este asunto vy,
como el lector podra bien apreciar alli, estoy eliminando de la definicion
implicita de matematico profesional a quienes se dedican en exclusiva a
la ensefianza de las matematicas, en cualquier nivel académico, o bien
asudivulgacién. Larazén por la cual los excluyo radica en el hecho de que
su influencia en los modos de ser del campo social de las matematicas es
débil, casi inexistente. En lo que sigue califico entonces como matemati-
co profesional Gilnicamente a quien se dedica a la investigacion cientifica
en el ambito de las matematicas, y esto s6lo cuando esta acreditado social-
mente para hacerlo. El matematico profesional no sélo esta certificado pa-
ra serlo, sino que posee el habitus especifico que lo distingue del resto de
los profesionales dedicados a la construccién de conocimiento cientifico.

Mas alla del plano individual, las matematicas, como toda actividad
humana institucionalizada, son un constructo social dindmico en evolu-
cién permanente. Como lo he manifestado previamente, el matematico
profesional esta sometido a disputas en el seno de su comunidad por la
ubicacidn social de sus integrantes, puesto que los matematicos profesio-
nales no son entidades abstractas, sino seres humanos concretos con ca-
pacidades y necesidades también concretas, por lo que compiten entre
si para establecer jerarquias y con ello gozar de los privilegios correspon-
dientes que acompaifian a cada una de éstas.

Lasdisputas entre matematicos —querellas con una rica historia— han
dado forma a los diversos campos de estudio de la ciencia matematicay
han también moldeado la relacién que se establece entre la mente social
contemporanea y el universo de las matematicas. Las consecuencias de
estarelacion entrelasociedady el campo social delas matematicas se ma-
nifiesta incluso en la definicidon y, mas aln, en la promociéon de ciertos
rasgos comportamentales de la supuesta personalidad de los matemati-
cos. La excentricidad, por ejemplo, es un rasgo socialmente promovido. El
habitus de todo matematico se encuentra entonces bajo la presion de los
imaginarios culturales, buscando minimizar la brecha que separa al in-
dividuo concreto del personaje imaginado. La tension resultante tiene
consecuencias importantes en la estructuracion de la personalidad de
quien se reconoce como matematico, pues lo coloca en la situacién
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K Recuadro 4. Las matematicas como profesion \

Como en toda actividad humana que requiere el dominio de habi-
lidades especificas, en el caso de las matematicas hallamos tanto
profesionales como aficionados. En cuanto a los profesionales, su
actividad esta socialmente certificada, reconociéndola, por ejemplo,
mediante el otorgamiento de diplomas académicos especificos. En el
caso de los aficionados, este no es el caso. Si bien en el pasado mucho
del conocimiento matematico fue elaborado por aficionados, hoy en
dia esto es muy dificil debido al elevado nivel de especializacién que
caracteriza a las profesiones cientificas contemporaneas. En cuan-
to a los matematicos profesionales, se presentan diversos niveles de
especializacién, la cual empieza muy temprano en el proceso educa-
tivo que le estad asociado. Los modos especificos de la especializacion
estan asociados a la meta social perseguida en cuanto al quehacer del
matematico. Por ejemplo, algunos matematicos profesionales se
dedican casi en exclusiva a la ensefianza, y esto requiere, ademas de
la formacién en el manejo de lo propiamente matematico, entrena-
miento especifico en aspectos pedagbgicosy didacticos relacionados
con el nivel educativo al cual esté asociada la ensefianza. Los reque-
rimientos para ensefiar en el nivel educativo secundario son muy
distintos de los requeridos para el nivel educativo universitario, por
ejemplo. En el caso de la formacion para la ensefianza, ésta difiere
de la que requieren matematicos orientados a la investigacion cien-
tifica fundamental, cuya formacién académica toma un tiempo
considerable; suele requerir la obtencidn de grados académicos de
licenciatura, maestria y doctorado (validados por las respectivas
tesis de grado), como prerrequisitos para la obtencién de un puesto
de trabajo en una institucién de corte cientifico, en general median-
te la participacién en un concurso de oposicidon. En la profesion ma-
tematica sigue hasta la fecha reinando un esquema de trabajo que
recuerda a lo expresado por el socidlogo Max Weber a principios del
siglo xx, al abordar el tema dela ciencia comprendida como vocacion:
Kla profesion matematica exige un gran compromiso personal. )
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incomoda de toda persona que desea la libertad de su ser y que al mis-
mo tiempo requiere actuar su personaje de acuerdo con las exigencias
del universo social al que esta integrado, para recibir en consecuencia
las ventajas sociales correspondientes. En el universo de la ciencia exis-
ten pocas profesiones en las cuales se manifieste de manera tan clara la
dindmica que se da entre un imaginario cultural especifico y la persona-
lidad socialmente deseada de un profesional también especifico. Esto sin
lugar a dudas tiene grandes efectos en la psicologia del matematico pro-
fesional. La mente del matematico estd moldeada en gran medida por los
imaginarios culturales que le conciernen.

Resumiendo entonces, el quehacer de los matematicos se da en el in-
terior de una sociedad especifica que posee una estructuray una historia
también especificas que ha tomado forma a lo largo ya de miles de afiosy
como tal ha involucrado el quehacer de pensadores brillantes en el marco
de dinamicas sociales y culturales que les han sido especificas.

A modo de preludio a la incursién en la excentricidad como supues-
to atributo de la personalidad de los matematicos, para ejemplificar la
manera como la interaccidn social entre las matematicas y el resto del
universo social promueve lalegitimidad de ciertos aspectos del habitus ge-
nérico del matematico profesional, propongo aqui un listado de algunos
de los matematicos mas notables que han dejado una huella indeleble en
lo que solemos concebir como la civilizacién humana desde la perspecti-
va hegemonica occidental. Seguramente el lector, al evocar sus tiempos
de escuela, reconocera a mas de uno de los listados:

- Arquimedes;

- Pierre de Fermat;

- Blaise Pascal;

- Leonhard Euler;

- Isaac Newton;

- Carl Friedrich Gauss;
- Henri Poincaré;

- Andrey Kolmogorov;

- Grigori Perelman.
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El lector curioso hallara a algunos de los incluidos en todo listado
que trate de ubicar a los cientificos mas notables de todos los tiempos;
lo més probable es que en tales listas estén tanto Arquimedes como Isaac
Newton. Ahora bien, como puede verse, esta lista, organizada de mane-
ra cronolégica, incluye Gnicamente hombres que pueden identificarse
como europeos. ;Por qué? La razdn es por demas obvia. Las matemati-
cas institucionalizadas como campo social promotor del razonamiento
deductivo son producto neto de la sociedad occidental. Esta afirmacién
molesta a toda persona ala que las matematicasle atraen y que al mismo
tiempo critica la arrogancia cultural de Occidente. Sin embargo, es un he-
cho que el posicionamiento de las matematicas como terreno de accién
del razonamiento hipotético-deductivo es una contribucién occidental
mayor al pensamiento universal. Esto significa que lo que ha caracteriza-
do negativamente a Occidente, a saber:

- la estructura social patriarcal,
- el expansionismo geografico,
- elinnegable racismoy

- el dominio masculino atin vigente,

ha tenido y sigue teniendo gran influencia en los imaginarios cultura-
les ligados a las matematicas. Estas caracteristicas negativas de Occiden-
te no anulan las contribuciones universales positivas del pensamiento
occidental. Estad muy lejos de mis intenciones introducir aqui un pun-
to de vista maniqueo. Por supuesto que el eurocentrismo es indisociable
del proceso de conquista delimaginario universal que Occidente sostiene
en permanencia, particularmente desde la emergencia del dominio uni-
versal anglosajon a principios del siglo X1X, marcado simboélicamente por
la victoria que obtuvo la armada britanica ante las flotas navales combi-
nadas de Franciay Espafia el 21 de octubre de 1805 en la célebre batalla
de Trafalgar. La conquista permanente que ejerce Occidente sobre el ima-
ginario universal es tan cierta como lo es la promocién occidental del
racionalismo filoséfico, que hizo posible el triunfo del pensamiento cien-
tifico moderno sobre la herencia escolastica, del cual se nutren las mis-
mas matematicas. Sostengo que esta vertiente de la cultura occidental es
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positiva y que constituye un ejemplo notable de sus grandes logros. En lo
que sigue abordo algunos de los aspectos mas importantes de los imagi-
narios culturales que en general rigen en Occidente la relacién de la so-
ciedad con los matematicos. Como un ejemplo ilustrativo comienzo por
exponer lo que respecta a la supuesta excentricidad en la personalidad
que se ha adjudicado como atributo (;deseable?) del habitus del matema-
tico. Este es un topico muy interesante. El lector juzgara.

PASIONES EXCENTRICAS

La historia de las matematicas en Occidente, en concordancia con los
imaginarios culturales dominantes que le estan asociados, es también
la historia elegida y promovida de personajes excéntricos entregados a su
pasion, individuos especiales y inicos obsesionados por la blisqueda sin
contemplaciones delaverdad absoluta. La mistica y las matematicas uni-
das. Esta es la clase de narrativa simplista, deudora del Romanticismo
europeo del siglo X1X, que acompafia a la historia preferida de las mate-
maticas en Occidente. En el imaginario colectivo, constructo social, los
actos de algunos grandes matematicos, reconocidos por sus pares por
logros notables, han alcanzado en algunos casos el estatus de leyenda,
mezclandose asi los hechos verificables con la imaginacidn cultivada a
lo largo de los siglos. En lo que viene a continuacioén pasaré revista a al-
gunas de las anécdotas preferidas de los historiadores de los matematicos
—aunque que no de las matematicas—, si bien antes de ello me parece per-
tinente agregar el comentario siguiente:

La historia de un campo especifico de la ciencia comprende el estudio de las
circunstancias historvicas que lo condicionan. Por ejemplo, la necesidad adminis-
trativa de cuantificar superficies de labvanza condiciond la emergencia de las
primeras explovaciones matematicas en Mesopotamia y en el Egipto Antiguo. De-
bido a que las matematicas las llevan a cabo personas concvetas, también mucho
de su historia se centra en la indagacion de las circunstancias de vida de mate-
maticos cuya contribucion ha sido significativa para la ciencia matematica. Sin
duda las preferencias pevsonales de los historiadores determinan la eleccion de
la narrvativa de los hechos, asi como el peso que se le da a lo anecdotico.
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Paso ahora revista a algunas de las manifestaciones mas notables de
la excentricidad en el gremio de los matematicos. Lo que expongo perte-
nece aldominio delo anecdéticoy por ello su verificabilidad sera siempre
motivo de debate.

LA MUERTE DE ARQUIMEDES

Aunque no es posible verificarlo, y seguramente dista mucho de ser veri-
dico, el relato de la muerte del matematico griego Arquimedes a manos
de un soldado romano durante el sitio de Siracusa en el contexto de la
Segunda Guerra Pnica (218 a.C.-201 a.C.), tiene un gran encanto, sobre
todo para los matematicos. Este es de hecho el ejemplo por antonomasia de
la asociacién que se da, en la historia institucional de las matematicas,
entre la pasion por el conocimiento que se le adjudica a los matemati-
cosyla excentricidad en la personalidad que los distinguiria. En el relato
popular Arquimedes de Siracusa contemplaba un diagrama matematico
dibujado sobre arena o, mejor alin, sobre las cenizas provenientes de los
incendios que consumian su ciudad conquistada por las legiones al man-
do del comandante romano Marcus Claudius Marcellus. Entonces, de
acuerdo con el relato, al caerla ciudad en manos delosinvasores un solda-
do romano se presentd ante el gran matematicoy le hizo saber de manera
perentoria que su comandante, supuesto admirador de Arquimedes, or-
denaba que se presentase ante él. Seglin el relato que ha llegado hasta
nuestros dias Arquimedes le respondi6 al soldado que no lo haria, por-
que tenia que terminar un problema matematico que lo ocupaba en esos
momentos. Indignado y enfurecido entonces por el desplante del sabio,
el soldado lo mat6 con su espada. ;No es este caso un relato tragico y
hermoso? A mi me lo parece. ;Qué tanto de verdad hay en esta anécdo-
ta? Es practicamente imposible saber lo que pasé en realidad, pues no
existen fuentes documentales verificables, mas alla de lo escrito por el
historiador romano de origen griego Plutarco, siglos después de la muer-
te de Arquimedes. Lo més interesante de este relato es su contribucién a
la emergencia en el imaginario social del matematico como héroe, ese que
se sacrifica por el conocimientoy también porlalibertad de sus conciuda-
danos ante la agresion del invasor. La tension que existe hasta nuestros

37



DIEZ TEOREMAS PARA ESTIMULAR TU CREATIVIDAD

dias entre las dos vertientes de las matematicas, la pura y la aplicada,
esta claramente presente en el relato. Segin una leyenda, también popu-
lar, Arquimedes cred maquinas sorprendentes que le hicieron dificil alos
romanos la conquista de Siracusay ante la derrota se refugid en su pasion
por el conocimiento. La manifestaciéon del romanticismo en el ambito de
las matematicas ha hecho de Arquimedes el modelo para todo aspirante
a matematico profesional.
Arquimedes es sin lugar a dudas el héroe de los matemadticos.

EL MISTERIOSO DUELO DE EVARISTE GALOIS

La tragedia ;ficticia? de la muerte de Arquimedes se conecta con la mas
verificable del matematico y agitador politico francés Evariste Galois,
quien es herido de muerte durante un duelo misterioso en la mafiana del
30 de mayo de 1832, para morir a los 20 afios (si, a los veinte afios...), en
presencia de suhermano Alfred, rechazando en sulecho de muertela pre-
sencia de un sacerdote. De esta manera, Evariste Galois, de acuerdo con
la anécdota, demostrd hasta el fin de suvida sulealtad a sus principios re-
publicanos, revolucionariosy antirreligiosos. Esto es lo que nos cuenta la
leyenda. El dia anterior al duelo, el matematico —autoasumido como tal—,
consciente de que le espera la muerte, pues su adversario era reconocido
como talentoso en el manejo de las armas de fuego, escribe una misiva
dirigida a su amigo Augusto Chevalier. En dicha carta, que ha alcanzado
un estatus de leyenda, le pide que le suplique a Carl Friedrich Gauss o a
Carl Gustav Jakob Jacobi, dos de los grandes matematicos de esa época,
que den su opini6én sobre la importancia de los teoremas que se resumen
enellay que haga que laimpriman en la Revue encyclopédique (1o cual acon-
tecié efectivamente en 1832). Las indagaciones matematicas de Evariste
Galois han tenido gran trascendencia en la ciencia matematica,® y la le-
yenda de su muerte sigue alimentando el interés de historiadores de las
matematicas, quienes siguen indagando en torno a la causa verdadera
del duelo que provocd su muerte, supuestamente debido a un asunto de

8 De hecho existe un prestigioso campo de estudio de la ciencia matematica denominado jus-
tamente teoria de Galois. Sin entrar en detalles sélo indicaré que ésta es parte del andamiaje
conceptual del dlgebra moderna.
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celos que involucraba a una mujer. Dado que existen pocos indicios docu-
mentales del hecho, algunos historiadores han elaborado recientemente
conjeturas muy interesantes. En una de ellas, Evariste Galois habria si-
do retado a duelo después de emitir comentarios homofobicos en contra
del militar al que se enfrentd. ;Como se establece la verosimilitud de una
historia como ésta? ;Importa hacerlo? Debido a que todo quehacer profe-
sional es un constructo social, estas son preguntas por demas pertinentes
y venceré aqui la tentacion de darles respuesta.

EL MILITANTISMO DE ALEXANDRE GROTHENDIECK

Menos tragica, pero no por ello menos asombrosa y excéntrica, es la vida
de Alexandre Grothendieck, uno de los pilares de la geometria algebraica
y considerado por muchos como el mas importante matematico del siglo
xx. Alexandre Grothendieck, hijo de una pareja de militantes anarquis-
tas, profes6 alo largo de suvida una posicion ideoldgica de corte ecologis-
ta y contraria al militarismo, que no es dificil de entender por su origen
familiar. Su padre, Alexander “Sascha” Schapiro, combati6 primero en la
Guerra Civil Rusa en el bando anarquista contra los bolcheviques (como
integrante del Ejército Negro, oficialmente denominado Ejército Revolu-
cionario Insurreccional de Ucrania) y después en la Guerra Civil Espaiio-
la contra los militares sublevados en el mes de julio de 1936, y terminé
asesinado por el nazismo en el campo de concentracién de Auschwitz.
Su carrera profesional en las matematicas francesas fue fulgurante; re-
cibid en 1966 la Medalla Fields, el reconocimiento mas importante que
se da en nuestros tiempos a logros en el conocimiento matematico alcan-
zados antes de cumplir los 40 afios de edad, aunque no asistié a Moscl a
recogerla durante el Congreso Internacional de Matematicas; esto en pro-
testa por las intervenciones militares soviéticas en Europa del Este. Dejo
su trabajo en el Instituto de Altos Estudios Cientificos de Francia en 1970
al enterarse de que parte del presupuesto de dicha institucion provenia
del Ministerio Francés de la Defensa. De una creatividad inagotable, a lo
largo de su vida:

- fue gurti de grupos de hippies,
- fungid como profesor del prestigioso Colegio de Francia,
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- fund6 un grupo ecologista opuesto a los excesos de la ciencia y la tecno-
logia,

- llegd a ayunar casi hasta la muerte,
- incursiond en el misticismo

y vivié sus Gltimos afios casi como ermitafio en un pueblo francés de la
regidén de Occitania. A su muerte en el afio 2014 se presentd una dispu-
ta por la posesion de decenas de miles de paginas que escribid a lo lar-
go de décadas de indagaciones matematicas, que confrontd a sus hijos
con el Estado francés. Ademas escribid el analisis critico de su esfuerzo
intelectual como matematico y de las relaciones con su entorno social
en un volumen inédito de 1000 paginas, que titulé en francés Récoltes et
Semailles: Réflexions et témoignage sur un passé de mathématicien (Que en es-
pafiol seria “Cosechas y siembras: reflexiones y testimonios sobre un pa-
sado de matematico”). Alexandre Grothendieck llevo la excentricidad a
niveles dificiles de creer. Sin duda su ideologia y su historia personal in-
fluyeron notablemente en los modos de exploracién que sigui6 al elaborar
conocimiento matematico. ;Otra personalidad y otra historia personal
habrian producido los mismos logros? Dejo la respuesta al lector.

LA ETICA SIN CONCESIONES DE GRIGORI PERELMAN

Mas cerca de nuestros dias tenemos al también matematico excéntrico
ruso Grigori Perelman, quien rechaz6 en el afio 2006 la Medalla Fields
en un contexto que tenia connotaciones geopoliticas. Esto lo abordo en el
recuadro 5. El motivo del rechazo al premio se explica, de acuerdo con lo
expresado en su momento por Grigori Perelman, por dos razones:

- la primera concernia a la defensa de sus principios éticos, que lo deja-
ban satisfecho por haber alcanzado la verdad que buscaba, por lo cual
consideraba innecesario todo reconocimiento social;

- la segunda razon es el rechazo frontal de Grigori Perelman a lo que él

percibe como la falta de integridad de ciertos matematicos, que los lle-
vaba incluso al extremo de adjudicarse el trabajo de otros.
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f Recuadro 5. Grigori Perelman y la geopolitica \

La asignacion de la Medalla Fields a Grigori Perelman en 2006 re-
conocia su demostracion de la conjetura de Poincaré, una declaracion
matematica del campo de la topologia algebraica (rama de las ma-
tematicas que se sirve del algebra para estudiar las propiedades de
espacios topolégicos, los cuales generalizan la nocién de espacio en
el contexto matematico), formulada por Henri Poincaré en 1904. La
blsqueda de la demostracion requiri6 el esfuerzo de generaciones de
matematicos a lo largo de mas de un siglo, y en su etapa final marcd
la confrontacién entre Occidente y la Reptiblica Popular China por el
dominio universal de la ciencia matematica. Un conflicto que tendra
manifestaciones simbdlicas importantes conforme la emergencia de
la Republica Popular China como superpotencia se traduzca en el
debilitamiento occidental en la ciencia. En el contexto de tal con-
frontacioén, Grigori Perelman decidié abandonar el quehacer ma-
tematico, enojado por lo que él percibié como la proliferacion de
la deshonestidad en su ambito. Algunos han visto en esta actitud
de Grigori Perelman una arrogancia inmensa, y otros —el matema-
tico ruso-francés Mijail Leonidovich Gromov entre ellos— como la
manifestacion del deseo de Grigori Perelman de vivir de acuerdo con
sus principios éticos. Ahondando un poco mas en el asunto geopoli-
tico: historicamente la investigacion en matematicas ha sido promo-
vida por fuerzas politicas nacionalistas por diversas razones, entre
las que se incluyen su aplicabilidad tecnolégicay su papel como cata-
lizador del orgullo nacional. Esto ocurrid, por ejemplo, al enfrentarse
la escuela matematica francesa con la alemana a fines del siglo x1x,
que se traduciria en la hegemonia mundial de la Universidad de
Gotinga, bajo el liderazgo de David Hilbert, en el campo de las ma-
tematicas. Esta llegaria a su fin con la emergencia del nazismo, al co-
lapsarse la Repiiblica de Weimar en 1933, que veria la consolidacion
en Alemania de la vertiente utilitarista de la ciencia en detrimento
kde la ciencia sin aplicaciones inmediatas. )
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La actitud excéntrica de Grigori Perelman es criticada por algunosy
defendida por otros, llegando incluso a atraer la atencién de medios ma-
sivos de comunicacion, usualmente poco inclinados a tratar temas com-
plejos de la ciencia matematica. El interés mediatico se explica por la re-
nuncia de Grigori Perelman a las jugosas recompensas econdémicas que
le significaban sus logros matematicos. En efecto, en julio del afio 2010
rechazo el premio de un millén de délares estadounidenses que se le otor-
gaba por haber demostrado exitosamente la conjetura de Poincaré (uno
de los asi denominados siete Problemas del Milenio), por parte del Ins-
tituto Clay de Matematicas (entidad privada ubicada en Peterborough,
New Hampshire, Estados Unidos de América). Dado que para muchos
cientificos la bisqueda de reconocimiento es una de sus metas vitales, el
comportamiento de Grigori Perelman es perturbador; el narcisismo que
suele acompanar al quehacer cientifico con excesiva frecuencia se ve des-
legitimado socialmente ante acciones tales como esta. Justificado o no,
Grigori Perelman incursiona con éxito en la narrativa de la historia de
las matematicas que adora a los héroes excéntricos.

;Qué tanto influyd en sus decisiones la presion que sobre él ejercid
el imaginario social que asigna un papel heroico al matematico? Intu-
yo que mucho. ;Qué opina el lector? Hace no mucho tiempo hallé un vi-
deo disponible en la plataforma estadounidense de distribucion en linea
YouTube, en el que se muestra a un grupo de jévenes artistas rusos que se
reinen con Vladimir Putin, en ese momento presidente de la Federacion
Rusa. En dicho video, datado el 24 de agosto de 2017, un joven cineastale
presenta a Vladimir Putin un proyecto cinematografico que involucra a
Grigori Perelman. En el intercambio que se da entre el cineasta en ciernes
y Vladimir Putin, éste le cuestiona si tiene la autorizacion de Grigori Pe-
relman para realizar su proyecto cinematografico. Es interesante obser-
var aljerarca ruso, exoficial del Comité para la Seguridad del Estado (KGB
por sus siglas en ruso) de la Unién de Reptblicas Socialistas Soviéticasy
exdirector del Servicio Federal de Seguridad de Rusia (FSB por sus siglas
en ruso), como guardian autoerigido de los derechos a la privacia del ma-
tematico ermitafio. Dificilmente uno puede creer que un exespia conoci-
do por su brutalidad y su desapego al respeto de los derechos humanos se
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tome en seriolo dela privacidad de las personas. Este es en mi opinién un
caso extraordinario de la apropiacion de los mitos, mas especificamente
el del matematico heroico, por parte de los politicos.

Dejo hasta aqui este recuento de notables matematicos excéntricos, sin
dejar de mencionar que no siempre la excentricidad acompaiia a la per-
sonalidad de los matematicos. ;O si? Es complicado dar respuesta a esta
pregunta, ya que no existen estudios sistematicos bien realizados, onolos
conozco, que hayan indagado en los rasgos especificos de la personalidad
que caracterizan a matematicos capaces de grandes logros, reconocidos
como tales por su pares, en su ambito profesional. Algunos textos que pu-
de localizar se centraban en anécdotasy carecian de valor cientifico. He
aquiun asunto pendiente parala ciencia. ;Cuantos de los ganadores de la
Medalla Fields presentan la excentricidad como parte dominante de su
habitus? Seguramente la interseccién entre las neurocienciasy la sociolo-
gia podria proveer algunas informaciones al respecto.

Para terminar con mi exposicidn sobre el habitus del matematico y
el imaginario social, me voy a permitir incluir aqui una anécdota per-
sonal. Espero que el lector me perdone el atrevimiento. En los tiempos
en los que cursaba mis estudios universitarios (fines de los afios ochen-
ta del siglo pasado), en Ingenieria Mecanica Eléctrica, en lo que era en
aquellos tiempos la Escuela Nacional de Estudios Profesionales, Unidad
Aragdn, dela Universidad Nacional Auténoma de México, de vez en cuan-
do me reunia con algunos amigos para observar el desenvolvimiento de
partidos de fatbol en la cancha deportiva que para tal efecto poseia la
escuela. Recuerdo que uno de mis amigos me cuestioné sobre lo que
yo estaba observando durante uno de los juegos. Antes de escuchar mi
respuesta me dijo que seguramente yo estaba haciendo calculos para de-
terminar las estrategias de los jugadores y para determinar el movimien-
to del balén. La certeza con la que me dijo eso me dej6 sin palabras. Yo
no estaba haciendo ninguna clase de calculos y Gnicamente disfrutaba
del sol y del espectaculo. Acontecimientos similares me ocurrian con fre-
cuencia desde la infancia. ;Qué consecuencias tenia esa perspectiva de
mi entorno sobre mi comportamiento y sobre la construccién de mi per-
sonalidad? ;De qué manera la presion del imaginario social en torno a
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mis actos condicionaba mis elecciones profesionales? Las consecuencias
fueron sin duda importantes, y en ellas influy6 también la miopia que
afectaba mivision, asi como mis circunstancias econémicasy sociocultu-
rales. Muchos afios después del episodio narrado, me llegué a entretener
asignando proyectos, a algunos de los alumnos que he tenido, relaciona-
dos con la descripcién matematica de fendmenos de interaccidn social
en el contexto de juegos de competencia, tales como el fitbol.

En 1984 se escuchaba en la radio de la Ciudad de México la cancién
Payasoenlavoz del cantante popular conocido como José José (de nombre
José Romulo Sosa Ortiz), compuesta por Rafael Pérez Botija, e incluida en
el album Reflexiones de la disquera RCA. Esa cancién tiene una frase que
viene al caso:

Y es verdad, soy un payaso,
pero ;qué le voy a hacer?
Uno no es lo que quiere,
sino lo que puede ser.

La cultura popular expresa en esta frase la comprensidn intuitiva de
las dinamicas que subyacen a la construccion del habitus, sea éste del ma-
tematico o bien el de cualquier otra profesion.

Es tiempo de abordar algunos de los aspectos problematicos que
caracterizan a las matematicas cuando se las instrumentaliza para legi-
timar estrategias de dominacion social, esto es, cuando posibilitan estra-
tegias de indole politica que benefician a sectores sociales dominantes.
Resulta importante constatar que las matematicas han llegado a conver-
tirse en una arma eficiente de control social.

DESLICES MATEMATICOS DEL IMAGINARIO SOCIAL

En la seccion precedente abordé algunos de los aspectos de la relacion
que guardan las matematicas como institucion real y simbolica con el
universo social. Siguiendo una perspectiva de indole sociolédgica, revisé
brevemente los pormenores de esa relacion, centrandome en la presion
que ejerce el imaginario social sobre el habitus del matematico profesio-
nal, e ilustré sus consecuencias con lo que atafie a la prescripcion social
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de la excentricidad como atributo de la personalidad del matematico. Si
bien esimportante clarificar como se construye socialmente la mente del
matematico, no es esa mi meta en este libro. Me importa mas la defensa
del aspecto lidico que caracteriza la interaccién entre el razonamien-
to hipotético-deductivo con el proceso de construccién del conocimiento
matematico. Antes de tratar ese asunto, en lo que sigue expongo lo que
en mi consideracién son las consecuencias mas negativas, para la socie-
dad en su conjunto, del imaginario social dominante asociado hasta aho-
ra con las matematicas, no sblo en Occidente sino en todo el mundo.

En cuanto a por qué las matematicas son un tema problematico de re-
flexién, tal y como lo afirmé al inicio de este capitulo, la respuesta elegida
en este volumen radica en que es en extremo complicado desprenderse de
la perspectiva occidental, la cual no s6lo ha despreciado el conocimiento
matematico originado fuera de Occidente, sino que también ha discrimi-
nado modos de razonamiento ajenos a los que se siguen en el contexto
de las matematicas occidentales. Es bien sabido que este desprecio ha-
cia los esquemas de pensamiento que no se ajustan con precisiéon a los
moldes occidentales se debe en gran medida a la visidn colonial que si-
gue permeando a la ciencia dominante y que coloca en una posicién su-
peditada al conocimiento originado por los pueblos colonizados por Oc-
cidente. Aunque se llega a afirmar hoy en dia que toda cultura, en todo
tiempo y en todo lugar, ha estado asociada por necesidad con las mate-
maticas, es comln adjudicarle desde la perspectiva occidental el razona-
miento hipotético-deductivo como caracteristica propia y definitoria de las
matematicas occidentales, la cual le seria Ginica y exclusiva.

Entonces, para el imaginario social de Occidente, las matematicas (oc-
cidentales) serian un monumento a la capacidad humana occidental de
razonar de manera l6gica mediante deducciones con base en premisas
bien establecidas, mientras que las “otras matematicas” estarian asocia-
das a aspectos no del todo racionales del pensamiento y por ello serian
inferiores por definicién. ;Qué se puede decir aqui al respecto? El debate
esvaliosoy le corresponde a los estudiosos de la historia y de la evolucién
cultural de las matematicas meterse de lleno en él para proponernos al-
gunas respuestas plausibles, a fin de articular estrategias culturales que
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permitan atenuar la presidon excesiva que ejerce el pensamiento colonial
sobre los procesos de reflexidon. Un tema potencial de interés a este respec-
to es el que atafie a la influencia de las emociones en la indagacién mate-
maticay su relacion con el uso de la intuicion como antesala al ejercicio
del pensamiento racional de corte hipotético-deductivo. A fin de cuentas
los seres humanos no somos autématas racionales y carentes por ello de
emociones, por lo que es previsible el papel regulador de la emotividad
sobre el razonamiento hipotético-deductivo.

Hay otro aspecto problematico en la reflexidon en torno a la significa-
cion cultural de las matematicas que no puedo dejar de lado: su peligroso
lugar de excepcion al abordar el tema de la validacion y de la cuantifi-
cacion de la inteligencia humana. La triste historia del eugenismo, ini-
ciado en el siglo x1x por el racista inglés Francis Galton y llevado a sus
extremos por las Leyes de NUremberg, adoptadas por la Alemania nazi
en 1935 (inspiradas por la institucionalizacién estadounidense del eu-
genismo), muestran de manera tragica hasta donde puede llevarnos la
cuantificacion institucional de la inteligencia humana. Este es quizas el
aspecto mas perturbador del imaginario social construido en torno a las
matematicas.

La capacidad de vesolver problemas matematicos complejos se ha convertido
en la practica en sinénimo de poseer inteligencia racional valiosa y excepcional, y
por ello motivo de admiracion y de reconocimiento, haciendo a un lado las otvas
manifestaciones de la inteligencia que los seves humanos poseemos y que no pue-
den reducirse iinicamente a lo que se identifica como pensamiento racional.

Desafortunadamente la asociacién mecanica entre matematicas e in-
teligencia ha dado lugar a patologias sociales obviasy graves, que requie-
ren ser tratadas con urgencia. Patologias tales como las que han llevado
a elaborar en los Gltimos tiempos filtros sociales a nivel mundial que han
definido en gran medida el destino vital de los nifios en el sistema edu-
cativo contemporaneo y que se han traducido en una relacidn social de
amor-odio con las matematicas. Es discriminatorio y también peligroso
certificar como inteligente sdlo a quien muestra habilidades, verificables,
de indole matematica. Como bien lo ha expuesto Howard Earl Gardner
—psicologo estadounidense de la Universidad de Boston—, la inteligencia
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humana no se resume a la inteligencia 16gico-matematica. Todo sistema
de filtraje social implica la institucionalizacién de practicas discrimina-
torias y la valoracion social de las matematicas coadyuva a la legitima-
ci6n social de algunas de ellas. Esto naturalmente ha llevado a procesos
de resistencia social que se oponen al uso de las matematicas en el con-
texto de procesos de filtraje social, y en algunos casos esto se llega a ma-
nifestar de manera perversa mediante el rechazo total al conocimiento
matematico, con lo cual se promueve la ignorancia de este campo del co-
nocimiento cientifico. La resistencia en torno a toda estrategia de filtraje
social, comprendido como coadyuvante a la consolidacidon de procesos de
dominacién social, es bienvenida, aunque es importante establecer salva-
guardas para evitar excesos peligrosos. No deja de ser tragicoy socialmen-
te costoso combatir dindmicas sociales discriminatorias que se sirven de
la legitimidad social de las matematicas, mientras que de manera simul-
tanea se promueve el rechazo activo al conocimiento matematico.

LA INSOPORTABLE EXCLUSION DE LAS MUJERES

Para finalizar mi exposicién en torno a los deslices matematicos del ima-
ginario social me es importante abordar lo que sucede en cuanto a la tris-
te e injusta relacidon que ha existido y sigue existiendo entre el campo
social de las matematicas y el mundo de las mujeres. Aqui evito cons-
cientemente y de manera voluntaria hablar del “mundo femenino”, pues
la noci6én misma de feminidad ha sido puesta en duda por una parte del
feminismo radical contemporaneo.

Los lectores interesados pueden explorar lo que ha expresado al res-
pecto, de manera por demas lGcida, la escritora y cineasta feminista
radical francesa Virginie Despentes, autora de la polémica novela Folla-
me, publicada originalmente en francés en 1994 por la editorial francesa
Florent Massot bajo el titulo Baise-moi, y en espafiol en 2019 por el gru-
po editorial Random House y llevada al cine por la misma autora, bajo el
mismo titulo, en colaboracidén con la periodista, escritora y ex actriz por-
nografica francesa Coralie Trinh Thi en el afio 2000. La pelicula en Méxi-
co se promovi6 como Vidlame. Tristemente una de sus dos protagonistas
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principales, la francesa Karen Bach, cuyo nombre artistico fue Karen Lan-
caume, se suicidd en el afio 2005.

La bisqueda de la igualdad de género que ha caracterizado el debate
social en las Gltimas décadas es sin duda un asunto fundamental, ya que
atafie la impostergable necesidad de imaginar y de construir nuevas es-
tructuras sociales que borren la exclusion de las mujeres del campo social
de las matematicas. Previamente he abordado el mal uso de las matema-
ticas en estrategias de filtraje social, y a este respecto las mujeres han
sido afectadas de manera notable, mas que cualquier otro grupo social.
Desafortunadamente, este es ain el caso incluso en los paises desarrolla-
dos caracterizados por una igualdad elevada de género, que dista mucho
de ser perfecta. Esto ha sido cierto desde hace mucho tiempo y para re-
forzar mi perspectiva invito al lector a pasar de nuevo revista al listado
de matematicos notables que inclui precedentemente. Como se podra
notar, en dicho compendio no anoté el nombre de ninguna mujer. ;Por
qué? Asumi conscientemente mi decisioén de no incluir a ninguna mujer
al elaborar ese listado y me parece correcto explicar ahora el porqué. Mi
raz6n principal radica en mi rechazo a la condescendencia con la que se
suele tratar, desde la construcciéon académica de la historia de las mate-
maticas, la presencia de las mujeres. Tratar de manera condescendiente
a un grupo social, en este caso las mujeres, no lleva a cambiar una situa-
ci6én injusta, sino todo lo contrario.

En general son pocas las fuentes bibliograficas serias que incluyen el
nombre de mujeres a las que se les reconozca como matematicas nota-
bles, esto es que como tales hayan hecho contribuciones significativas en
la construccidn del conocimiento cientifico. ;Por qué se da esa situacién?
La razdn simple radica en el hecho de que la incursién institucional de
las mujeres en el ambito de las matematicas es histéricamente muy re-
ciente, por lo que no es para nada extrafio que sea muy dificil localizar
contribuciones matematicasimportantes realizadas por mujeres, simple-
mente porque son escasas. A este respecto por lo general se hacen refe-
rencias puramente anecdoéticas en textos dedicados a la divulgacion de
la ciencia, que en mi sentir no coadyuvan en lo mas minimo a resolver
el problema de la exclusion sistémica de las mujeres del campo social de
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la ciencia matematica. El afirmar que, como lo hacen muchas veces los
libros de divulgacion cientifica, también ha habido a lo largo del tiempo
mujeres que han obtenido grandes logros matematicos, para después re-
citar, por ejemplo:

- la tragica muerte de Hipatia de Alejandria en el afio 415 a manos de
fanaticos cristianos;

- latraduccio6n, del latin al francés, de la obra de Isaac Newton Principios
matematicos de la filosofia natural, efectuada por la marquesa Emilie du
Chatelet, publicada en 1756 bajo la supervision de Voltaire;

- el papel en el siglo xix de Ada Lovelace en la creaciéon de la maquina
analitica de Charles Babbage (1791-1871) (computadora mecanica,
propuesta en 1837 y sblo construida en 1991, que no tuvo ninguna in-
fluencia enla emergencia delatecnologia electromecanica del computo
en el siglo xx),

sin abordar las circunstancias sociales que explican la ausencia de las
mujeres, alimenta una perspectiva condescendiente de su presencia en
el campo social de las matematicas. Afirmar que las mujeres también han
contribuido a las matematicas y luego respaldar tal afirmacién presen-
tando logros discutibles y banales, s6lo degrada a las mujeres al negarles
la capacidad de alcanzar logros matematicos notables. Defiendo enton-
ces que es mejor admitir con franqueza que han sido muy pocos los apor-
tes de las mujeres al conocimiento matematico —porque su inclusioén en
dicho ambito ha estado y sigue estando severamente limitado por obs-
taculos estructurales—, que promover un enfoque que les ha asociado a
las mujeres logros matematicos que muchas veces son banales, poco sig-
nificativos o incluso inexistentes.

Quizas la inica excepcidn a este tratamiento condescendiente se da
al considerar el caso de la matematica alemana Amalie Emmy Noether,
promotora de la abstraccidén como fundamento del pensamiento mate-
matico. Algebrista notable, formada en el rigor de la ciencia matematica
alemana de fines del siglo X1x y principios del siglo xx, ella perteneci6 al
claustro académico de la Universidad de Gotinga en los tiempos de su he-
gemonia mundial en el ambito de las matematicas. Victima, primero, de
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la misoginia del entorno universitario aleman en los afios que siguieron
ala finalizacion de sus estudios doctorales en la Universidad de Erlangen
en 1907, sufri6 despuésla persecucién institucionalizada del nazismo co-
mo integrante de la comunidad judia. Despedida de la Universidad de Go-
tinga, emigrd a los Estados Unidos de América en 1933 para integrarse a
la universidad privada femenina de Bryn Mawr en Pensilvania, donde
moriria de cancer a los 52 afios de edad. Su legado, atin vigente, incluye
contribuciones de gran importancia al algebra abstracta, a la topologia
algebraica y a la fisica tedrica. Este ejemplo, extraordinario, muestra lo
valioso que es divulgar entre el gran pablico el hecho de que ha habido y
hay mujeres vinculadas a la construccién, como autoras, de conocimien-
to matematico de primer orden. Sin embargo, no basta con la divulgacién.
Es atin mas valioso promover la necesidad urgente de la acciéon social en
la transformacidn de la institucién matematica para acabar con la exclu-
sion sistémica de las mujeres en ese ambito.

Estudios serios en sociologia de la ciencia han evidenciado la persis-
tencia de la misoginia en el ambito de las matematicas entendidas como
profesion cientifica. No exagero al afirmar que, estructuralmente, el ambito
institucional de la ciencia matematica ha sido configurado parva evitar que las
mujeres alcancen posiciones de poder.

Me explico. Desde la infancia las mujeres reciben un mensaje social
persistente que las incentiva a cancelar sus expectativas con respecto a
las matematicas vistas como vocacion y como profesidon. Este fenémeno
se da a nivel mundial, incluso en los paises més igualitarios, en los que,
sin embargo, el patriarcado sigue atin limitando el progreso social de las
mujeres.

Prueba de ello es el hecho de que hasta ahora s6lo dos mujeres han
sido premiadas con la Medalla Fields. Esto sucedi6 por primera vez en
el aflo 2014 con la asignacién del premio a la recientemente fallecida
profesora irani de la Universidad de Stanford, California, Estados Uni-
dos, Maryam Mirzakhani. Esto significa simple y llanamente que la co-
munidad matematica mundial consider6 que de entre todas las mujeres
dedicadas en 2014 a la investigacion matematica —que no son muchas
en comparacién con el niimero de hombres—, s6lo Maryam Mirzakhani
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merecia ser ubicada en la cumbre de su profesion. Es por demas obvio
que al ser muy pocas las mujeres que detentan posiciones de poder en la
ciencia matematica, los intereses de las mujeres tendran gran dificultad
para ser respetados y promovidos.

En lo que concierne al segundo caso, en el afio 2022 se le otorg6 la
Medalla Fields a la matematica ucraniana Maryna Viazovska, profesora
en la Escuela Politécnica Federal de Lausana, Suiza. Desde sulanzamien-
to en 1936 hasta el afio 2022 se ha entregado la Medalla Fields sesenta
y cuatro veces y sdlo en dos ocasiones se le ha otorgado a mujeres; esto
es, 1.28 % del total. Me es triste afirmar que en la conformacion del habi-
tus del matematico, deseada por el imaginario social y materializada por
la estructura institucional del campo social de las matematicas, lo que
atafie a las mujeres ocupa un lugar muy pequefio. En relacién con esta
patologia social, complemento lo ya discutido con lo que expongo en el
recuadro 6.

En lo que respecta a México, el caso de Enriqueta Gonzalez Baz mues-
tra de manera clara las dificultades con las que se han encontrado las
matematicas profesionales en nuestro pais. Nacida en 1915, al terminar
la escuela secundaria su padre consider6 que debia seguir una formacion
practica orientada a hacer de ella una mujer de familia, en el sentido pa-
triarcal dominante en la época. Ella estuvo en una instituciéon conocida
como la Escuela Doméstica durante dos afios y alli aprendio, junto con su
hermana, ademas de primeros auxilios, a cuidar nifios y a cocinar. Sin
embargo, en 1937 logrd finalizar sus estudios de bachillerato en la Escue-
la Nacional Preparatoria, ubicada en el Antiguo Colegio de San Ildefonso,
y en paralelo se formd como maestra de educacién primaria en la Escuela
Nacional de Maestros.

Posteriormente ingresé a la recién creada Escuela Nacional de Cien-
cias Fisico-Matematicas de la Universidad Nacional Auténoma de Méxi-
co (UNAM). dicha escuela, integrada a la Facultad de Ingenieria, estuvo
ubicada en el Palacio de Mineria del Centro Histérico de la Ciudad de
Méxicoy es el antecedente de la actual Facultad de Ciencias de la unaM.
Durante sus estudios superiores en esta institucién Enriqueta Gonzalez
Baz obtuvo la formacién matematica requerida para recibir en 1943 un
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K Recuadro 6. Matematicas y asuntos de género \

El maltrato a las mujeres en las matematicas es un asunto que ha lla-
mado poderosamente la atencidon de individuos y de instituciones
en tiempos recientes; esto en el marco de la defensa de los derechos
de las mujeres. En ese contexto, en el afio 2011 el Instituto Nacio-
nal de Ciencias Matematicas del Consejo Nacional para la Investiga-
cion Cientifica de Francia (CNRS, por sus siglas en francés), reportd
que Gnicamente el 14.6 % de los matematicos dedicados a la inves-
tigacion pertenecientes al cNRS eran mujeres. El reporte indica que
las matematicas eran en aquel entonces el campo de estudio en las
universidades francesas que tenia menor participaciéon femenina.
Siendo Francia uno de los paises con mayor apego social a las ma-
tematicas (lo cual no impidi6 la discriminacién institucional que
sufri6 Sophie Germain en los tiempos de gloria de Carl Friedrich
Gauss), y también siendo uno de los paises que mas han aportado
en las Gltimas décadas a la disminuciéon de la desigualdad de géne-
ro, uno puede imaginarse la situacion en paises con una cultura pa-
triarcal menos debilitada. A este respecto, en un estudio publicado
en 2019 se reporta que en la prestigiosa Universidad de Harvard tan
sblo el 4% del profesorado del méas alto nivel en el campo de las ma-
tematicas esta constituido por mujeres. Existen evidencias serias de
como la estructura social patriarcal, aiin dominante, coarta el dere-
cho de las mujeres a elegir de manera libre su trayecto educativo
y con ello determinar su quehacer profesional. En el imaginario
social dominante las mujeres suelen ser ubicadas en actividades
promovidas como femeninas, entendidas éstas como aquellas que
entrafian el cuidado del bienestar de otros (crianza y educaciéon de
los nifios, dedicacion a lo doméstico, por dar dos ejemplos), y que
excluyen aquellas caracterizadas por un uso prioritario de la re-
flexidon compleja. Asi pues, sin duda queda mucho por hacer para
evitar que el machismo pernicioso sea, como lo sigue siendo hasta
ahora, una de las caracteristicas principales del ambito profesional
de las matematicas, muy por encima de la supuesta excentricidad de
\_sus exponentes. )
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grado equivalente a lo que hoy en dia es una maestria en ciencias en ma-
tematicas.

Mas tarde, Enriqueta realizé estudios doctorales en la universidad
privada femenina de Bryn Mawr en Pensilvania, entre 1944 y 1947, ba-
jo la supervisidén de la matematica estadounidense Anna Johnson Pell
Wheeler, especialista en algebra lineal en dimensiones infinitas. Duran-
te sus estudios investigo aspectos tales como la convergencia absoluta de
series de Fourier y la teoria de redes, publicando algunos de sus resulta-
dos en la revista cientifica Mathematical Reviews de la Sociedad Estadou-
nidense de Matematicas (en inglés: American Mathematical Society). La
existencia de dichas publicaciones justifica que se reconozca a Gonzalez
Baz como la primera matematica profesional en México. En esto coinciden di-
versas semblanzas, entre ellas la elaborada por la Sociedad Matematica
Mexicana, de la cual fue una de las fundadoras en junio de 1943.

A su regreso a México se integrd en 1948 al Instituto de Fisica de la
UNAM como investigadora asistente, y a lo largo de los afios su actividad
basica consistid en impartir clases, incluyendo en la Escuela Nacional
Preparatoria y la Escuela Normal de Maestros. No pude hallar ninguna
informacion que la vinculara con actividades de investigacidon en ma-
tematicas, aunque si encontré en su semblanza elaborada por la UNAM
estaslineas: “...cuando Enriqueta decide inscribirse y pertenece a una de
las primeras generaciones, en grupos de tres o cuatro alumnos, en que las
mujeres se distinguian por su dedicacién y empefio, sobresaliendo por
su capacidad, inteligencia y hermosura la joven Gonzalez Baz” (véase
https://matematicos.matem.unam.mx/historia/matematicas-en-el-siglo-
xx/mujeres-pioneras-de-la-sociedad-matematica-mexicana).

Nada se dice de sus intereses cientificos, ni del contenido de sus pu-
blicaciones, sino que se hace hincapié en su aspecto fisico. Esto no sor-
prende, pues la perspectiva machista permea la inmensa mayoria de los
estudios sobre la historia de las matematicas, no sdlo en México, sino
también a nivel internacional. Seguramente el machismo es la razén por
la cual la primera matematica mexicana no continué las investigacio-
nes realizadas durante sus estudios doctorales, dedicandose basicamen-
te a la ensefianza. En dicha semblanza, al igual que la que se encuentra

53



DIEZ TEOREMAS PARA ESTIMULAR TU CREATIVIDAD

disponible en el sitio web dedicado a biografias de integrantes de la co-
munidad matematica internacional, mantenido por la Universidad de
Saint Andrews en Escocia, se destaca que ella tradujo al espafiol el li-
bro Topologia del influyente matematico estadounidense de origen ruso
Solomon Lefschetz, quien tuvo un papel muy importante en la forma-
cion de matematicos mexicanos (https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/
Biographies/Baz/), tanto en la UNAM como en el Centro de Investigaciony
de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional.

Espero que lo que he venido exponiendo justifique por qué siento que
resulta impostergable la articulacion de una agenda claramente feminis-
ta que ponga un alto definitivo a la dominacién masculina en el ambito
de las matematicas. Es necesario e indispensable que la institucién ma-
tematica se transforme para corregir una injusticia que ha durado ya de-
masiado tiempo.

En el recuadro 7 reviso, como homenaje sincero de mi parte, la nota-
ble trayectoria vital de la matematica feminista rusa Sofia Kovalévskaya,
una matematica extraordinariay uno de los ejemplos mas notables de las
mujeres que a lo largo del tiempo han contribuido a debilitar el dominio
masculino en esta importante institucién sociocultural.

Como puede verse, las matematicas, como institucién, padecen de
graves patologias sociales que requieren ser tratadas con urgencia. El eli-
tismo que ha caracterizado hasta nuestros dias a las matematicas, lejos
de ser virtuoso, es un sintoma evidente de la enfermedad social que la
afecta. No todos los imaginarios culturales que se nutren de las matema-
ticas estan sanos.

MI INTENCION

Este escrito, acotado en su extensién y en sus ambiciones, no pretende
resolver las patologias sociales y los deslices del imaginario social que
he presentado brevemente, sin que esto signifique el ocultamiento de su
presencia ominosa. Lejos esta de ello. Su objetivo radica esencialmen-
te en proponer una visidn critica y divertida de los modos consagrados
del razonamiento matematico, sin renegar de la perspectiva occidental,
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K Recuadro 7. La pasion de Sofia Kovalévskaya \

En el ambito de las matematicas el dominio ejercido por los hombres
no ha estado exento de resistencia. Entre las primeras mujeres que
incursionaron en la ciencia matematica, tal y como la comprende-
mos ahora, esta la matematica y escritora rusa Sofia Kovalévskaya.
Perteneciente a una familia de la baja nobleza rusa e inmersa desde
la infancia en el mundo de la cultura y de la ciencia, fue la prime-
ra mujer que obtuvo el grado doctoral en matematicas. Esto a los 24
afos de edad en la Universidad de Gotinga en Alemania, pais donde
se formo puesto que las universidades rusas no permitian la presen-
cia de mujeres. Su disertacion, supervisada por Karl Weierstrass y
presentada in absentia, incluyd resultados en el estudio de las ecua-
ciones en derivadas parciales y en el de las integrales elipticas, asi
como aportes a las ideas de Pierre-Simon Laplace en torno a la dina-
mica delos anillos de Saturno. A ella se le debe un teorema importan-
te, conocido como teorema de Cauchy-Kovalévskaya, que establece
las condiciones de existencia de soluciones de un sistema de ecua-
ciones en derivadas parciales cuyos coeficientes son funciones ana-
liticas, el cual ha sido aplicado en diversos campos de la fisica. Sus
meéritos cientificos la llevaron en 1889 a obtener un puesto de pro-
fesora en la Universidad de Estocolmo, siendo la primera mujer en
alcanzar tal distincién en Europa. Esto pese a la misoginia imperan-
te en esa época. Afios atras el escritor y dramaturgo sueco August
Strindberg manifestd pablicamente y de manera grosera y violenta
su oposicién al reclutamiento de Sofia Kovalévskaya. En los pocos
afos que vivié —pues muri6 a los 41 afios de complicaciones respi-
ratorias ligadas a la pandemia de influenza de los afios 1889-1890—,
dedico grandes esfuerzos tanto a ubicarse en el mundo académico
como a la militancia en causas sociales que le fueron importantes.
Incluso particip6 atendiendo a heridos del bando revolucionario en
la Comuna de Paris, el movimiento insurreccional que tomo el con-
trol de esa ciudad del 18 de marzo al 28 de mayo de 1871, acompa-
filando a su hermana, la feminista Anna Jaclard, amiga de Karl Marx
Y de Fiédor Dostoyevski. )
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ilustrado aqui mediantela revision de la demostracion formal de diez teo-
remas matematicos. La presente seleccién de dichas declaraciones mate-
maticas, asi como de sus respectivas demostraciones, se justifica porque
han sido fundamentales en la evolucién de la ciencia matematicay tam-
bién porque son faciles de comprender, sin que ello conlleve un gran es-
fuerzo —hasta cierto punto—, puesto que no se requiere de un gran bagaje
matematico para abordarlos. Ese es precisamente el aspecto mas impor-
tante de mi eleccion. Sé muy bien que es cierto que demostrar un teorema
matematico en general no es facil, aunque esto no implica que no pueda
ser divertido. Valdra por ello siempre la pena intentarlo. Ya le correspon-
dera al lector juzgar si el cometido perseguido en este volumen se cumple
o no. Espero que si. Antes de pasar a las demostraciones, haré una revi-
sién sucinta de la relacién que guardan las matematicas con los asi de-
nominados sistemas formales, para ubicarlas con precisién en su contexto
cientifico, y revisaré, también brevemente, algunos aspectos que consi-
dero importantes en torno a su significacion cultural y que se relacionan
con la promocidn de los modos de razonamiento involucrados.

MATEMATICAS Y SISTEMAS FORMALES

No deja de ser por demas curioso que no exista hasta la fecha una defi-
nicién universalmente aceptada de lo que se entiende por matematicas.
Esto, ademas de ser sorprendente, no deja de ser paraddjico, ya que las
matematicas han hecho precisamente de las definiciones una de sus sus-
tancias principales de trabajo. Aunque no existe una definicién consen-
suada, a las matematicas se les suele presentar en el entorno académico
como una mas de las ciencias formales. Estas, ademas de las matematicas,
son hasta ahora:

- lalogica,
- la teoria del computo,
- la inteligencia artificial,

. la teoria dela informacién,
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. la teoria de sistemas,
. la teoria dela decisidn,
- lalingiiistica teérica.

Cabe mencionar que hasta hace no mucho tiempo ala légica se le con-
sideraba parte integral de las matematicas, aunque este ya no es el caso.
Como una mas de las denominadas ciencias formales, las matematicas
se sirven del disefio de sistemas como una herramienta para categorizar
el conocimientoy no requieven de evidencia empirica para llegar a conclusio-
nes calificadas como validas. La autonomia con respecto a la evidencia empi-
vica es la cavacteristica mas importante de las matematicas desde la perspectiva
epistemologica, y eso es lo que hace de ellas una ciencia formal.

Sin embargo, no deja de ser paraddjico, una vez mas, que una de la ra-
zones que mas se utilizan para promover socialmente a las matematicas
radica en su utilidad percibida y demostrada para describir de manera
eficiente fendmenos complejos, esto es, para dar sentido a las hipotesisy
evidencias empiricas que les estan asociadas.

Como ciencia formal las matematicas constituyen entonces un cam-
po de estudio que genera conocimiento sirviéndose para ello de sistemas
formales. Ante una presentaciéon como esta, que presupone que uno sabe
lo que esla ciencia —en el recuadro 8 inclui un breve recordatorio de este
tema—, surge entonces de inmediato el cuestionamiento siguiente: ;qué
es un sistema formal? Intentaré una respuesta no demasiado rebuscada
a esta pregunta. En general un sistema, cualquier sistema, formal o no, es
un conjunto concreto de entidades que interactian las unas con las otras
de acuerdo con ciertas reglas bien definidas y que esta caracterizado por
cuatro propiedades esenciales:

1) Esté bien delimitado; esto es, se sabe lo que esy lo que no es parte
de él.

2) Posee interacciones bien definidas con su entorno.

3) Tiene funciones especificas, que definen lo que pueden o no hacer
las entidades que lo constituyen.

4) Cuenta con recursos especificos para su operacidn.
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f Recuadro 8. ;Qué es la ciencia? \

La ciencia se entiende en este volumen como el proceso social de
generacidn de conocimientos, consensualmente calificados como ob-
jetivos, que informan sobre fenémenos presentes en el universo. Es-
to mediante la aplicacion sistematica de un método especifico de in-
dagacion explicativay de construccién de conocimientos basados en
observaciones y razonamientos rigurosos y verificables. La verifica-
bilidad de las respuestas provistas por la ciencia a cuestionamien-
tos en torno a los principios que rigen los fend6menos del universo es
su principal caracteristica. En general el conocimiento construido
por la ciencia tiene Ginicamente validez temporal y la temporalidad
depende de la adquisicién de nuevo conocimiento que lo reemplace.
Esto implica que el conocimiento cientifico es continuamente mejo-
rable, lo cual se asegura por la integracion de la falsabilidad como
caracteristica fundamental de las teorias cientificas. Esto es, toda
proposicion cientifica debe poder ser refutada, lo cual garantiza la
inexistencia de verdades absolutas en la ciencia. Por ello, un resulta-
do cientifico no puede juzgarse como verdadero, sino a lo sumo como
no refutado. La nocién de objetividad cientifica, intimamente ligada
al método de adquisicién y construcciéon de conocimiento aplicado,
se sustenta en la verificabilidad. Cada area de la ciencia depende de
una mecanica de verificacion de la validez de lo que postula que le es
propia, lo que en el caso delas denominadas ciencias experimentales
se asocia a la realizacién de experimentos controlados, orientados a
la verificacion de hipotesis explicativas, por ejemplo. En este caso la
verificabilidad toma la forma de la reproducibilidad, esto es, la capa-
cidad que posee un experimento dado de ser reproducido por otros.
La hiper especializacién asociada a cada area de la ciencia, asi co-
mo la necesidad en cada area de servirse de métodos de indagacion
y de verificacidon especificos, lleva a postular la necesidad de hablar
de ciencias, asi en plural, y no de ciencia en singular. En tanto que
constructos sociales, las ciencias y sus métodos de validacién evolu-
kcionam con el tiempo, condicionados por lo social. )
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Lanocidn de sistema se encuentra asociada con una de las caracteris-
ticas masimportantes de nuestra mente, la cual radica en nuestra capaci-
dad cognitiva para parcelar el universo al abordar su comprensién. Cada
una de las parcelas que decidimos detectar (y en lo posible también com-
prender) es a lo que llamamos justamente sistema, que es ante todo una
fuente potencial de informacién.

Asi pues, todo sistema es una abstraccion sometida al actuar de nuestrva
curiosidad.

Junto con esta habilidad, otra gran capacidad cognitiva que poseemos
es la que se centra en clasificar lo que aprendemos, que nos facilita la or-
ganizacidn sistemdtica del conocimiento que adquirimos. Esa es la razén
por la que hemos elaborado clasificaciones de los sistemas. Aun cuan-
do existe en la literatura especializada una gran diversidad de clasifica-
ciones, en este volumen sélo consideraré una de ellas. En funcién de la
naturaleza de los componentes constitutivos, se puede dividir asi la infi-
nidad delos sistemas detectables, imaginables o perceptibles en dos gran-
des categorias:

Sistemas concretos: compuestos de entidades reales.

Sistemas conceptuales: compuestos de entidades que son producto del pen-
samiento, también denominados sistemas abstractos.

De manera intuitiva se pueden enumerar una gran cantidad de siste-
mas concretos, por ejemplo:

- un gato;

- una planta;

- un pulpo;

- una ciudad;

- unrestaurante;

- el sistema educativo de un pais;

- un cultivo agricola;
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- una computadora;

- una obra de arte;

- el sistema operativo de una computadora;
- un hospital;

- una religion especifica;

- una nube;

- el sistema judicial de un pais concreto;

- un libro especifico dedicado a las matematicas.

Todos estos ejemplos comparten el estar compuestos por elementos con-
cretos, esto es, reales en el sentido cominmente aceptado. En cuanto a
los sistemas conceptuales, su composicion no incluye elementos concre-
tos, sean o no fisicos, sino basicamente ideas y conceptos. Por ello se dice
que son abstractos y en consecuencia compuestos Gnicamente de infor-
macion.

Al ser una ciencia formal, las matematicas se sirven de los sistemas
formales para generar la clase de conocimiento que le concierne, los cua-
les constituyen una clase particular de sistemas conceptuales, que se
caracterizan por estar constituidos por dos grandes entidades; a saber:

Un lenguaje formal: consistente en palabras cuyas letras son tomadas de
un alfabeto y que estan formadas de acuerdo con un conjunto espe-
cifico de reglas.

Un conjunto de reglas de inferencia: funciones que toman premisas, analizan
su sintaxis y devuelven una conclusion.

Ademas de estos dos componentes, que son comunes para todos los
sistemas formales, existe un subconjunto de los sistemas formales que
poseen adicionalmente una semantica formal; esto es, una manera de in-
terpretar el significado de las palabras compuestas con los elementos del
alfabeto asociadoy que se utiliza para deducir o demostrar proposiciones
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de verdad demostrable y dar ademas una definicion rigurosa del concep-
to de tal demostracion. Este es precisamente el caso de las matematicas,
como lo puntualizo en el recuadro 9.

Se puede afirmar, por tanto, que las matematicas trabajan entonces para
produciv conocimiento, con sistemas formales que poseen semantica formal.

Debido a la naturaleza formal de las matematicas hay quienes simpli-
fican al extremo su definicidén, negandoles su estatus cientifico, afirman-
do que son Gnicamente un lenguaje formal simplificado y dotado de una
herramienta especifica para cada problema que se aboca a resolver. Tal
posicionamiento suele asociarse a un militante rechazo de las matemati-
cas como herramienta de construccion del conocimiento en el ambito de
las ciencias sociales. Este rechazo se ha manifestado incluso en el ambito
de la economia matemética.” En mi caso no emplearé de esta definicidn,
que implica que las matematicas no son una ciencia sino una hervamienta
cognitiva de procesamiento de informacion. Mantendré aqui mi neutralidad
con respecto a la valia potencial de tal consideracion.

En lo que sigue dedicaré algunos parrafos a revisar el porqué de la
significacion cultural virtuosa que caracteriza a las matematicas, ante
todo insistiendo en lo que representan como terreno predilecto de entre-
namiento de la capacidad humana para razonar de manera rigurosa y
sistematica en términos hipotético-deductivos. Este es el aspecto central
de mi posicionamiento con respecto al significado cultural virtuoso de las
matematicas.

SIGNIFICACION CULTURAL DE LAS MATEMATICAS

Mas alla de sus variadas definiciones, con diversos grados de formalis-
mo, no exagero al afirmar que las matematicas, como constructo social,
poseen un lugar de excepcidon en la cultura y que éste va mas alla de su
innegable utilidad practica, que la tienen, squién podria dudarlo? De las

9 La economia matematica aplica métodos matematicos para representar teorfas y analizar pro-
blemas en el ambito de la economia. El economista y fisico francés Maurice Allais, Premio Nobel
de Economia en 1988y uno de los fundadores de la economia matematica contemporanea, aler-
t6 en su momento del riesgo de que la matematizacion del pensamiento econdmico lo alejase
de la economia real, dando lugar a una practica cientifica concentrada en modelos econémicos
abstractos e incluso utdpicos.
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K Recuadro 9. Sistemas formales y l6gica \

Los sistemas formales dotados de una semantica formal se caracteri-
zan por formular proposiciones légicas, por lo cual también se suele
hablar de los sistemas formales como sistemas logicos; es decir, cade-
nas de signos expresadas en el lenguaje formal asociado, que poseen
contenido seméantico y a las que bajo un procedimiento l16gico deter-
minado se les asigna un valor de verdad derivado de premisas. En los
sistemas formales dotados de semantica formal el valor de verdad de
una declaracion demostrable suele tener tnicamente dos posibilida-
des: verdadero o falso. Este es el caso que acontece en las matema-
ticas, que sblo aceptan una posibilidad para una declaraciéon dada:
esta es verdadera o es falsa, dadas las premisas. En este sentido, se
habla de la verdad en matematicas como verdad formal y no se admi-
te ninguna relativizacion a este respecto. ;Como se determina enton-
ces si una declaraciéon matematica dada demostrable es formalmente
verdadera o falsa? La verdad formal se concluye mediante un pro-
cedimiento valido de verificacidn a partir de las premisas. Ni éstas
niel procedimiento ldgico de reducciéon parallegar ala verdad formal
pueden separarse de la declaracién. En virtud de la naturaleza for-
mal de la verdad en las matematicas, se ha llegado a considerar que
éstas estan fuera del ambito de la ciencia, ya que la construccion del
conocimiento matematico no esta sometida a la necesidad de la fal-
sabilidad, que suele considerarse, junto con la verificabilidad, como
uno de los dos pilares fundamentales de la ciencia en términos epis-
temologicos. Asipues, en términos estrictamente epistemoldgicos, el
hecho de que una vez demostrada una declaracién matematica no se
admita la refutacion al valor de verdad establecido pone entonces en
\_duda la naturaleza cientifica del conocimiento matematico. )

cuentas de los gastos del hogar a la elaboracion de prondsticos climatolo-
gicosy epidemiolégicos, pasando por la tecnologia de aprendizaje compu-
tacional de los algoritmos de la inteligencia artificial contemporanea y
la regulacion precisa del movimiento de naves espaciales, los métodos
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matematicos de analisis y de procesamiento de la informacién son omni-
presentes. Las matematicas son ttiles porque auxilian en la resolucion
de problemas de diversa indole. Esto es cierto, aunque su significacién
cultural tiene otros origenes, que han marcado con gran intensidad a los
imaginarios culturales involucrados.

Quizas el pedestal en el que se ha colocado a las matematicas en la
mente social —que no comparte con ninguna otra de las ciencias, forma-
les o no— debe mucho a su utilidad, por demas asombrosa, para compren-
der aspectos sumamente complejos de la realidad fisica, esto es, como
herramienta pava conocer. E1 descubrimiento de esta capacidad de las ma-
tematicas asombro alos primeros experimentalistas enla etapainicial de
emergencia de la ciencia moderna. Fue el astronomo, fisico e ingeniero
Galileo Galilei, pionero del método cientifico experimental, quien afirmo
en su tiempo —primera mitad del siglo xvii— que el libro de la natura-
leza estaba escrito en el lenguaje de las matematicas. Esta aseveracidn,
hecha por quien prioriz6 la observacion en el proceso de comprension del
universo, en contraposicion a la perspectiva escolastica derivada de Aris-
toteles, marcd el devenir dela ciencia. Esto en el marco dela consolidacién
en Occidente de la agenda civilizatoria promovida por los pensadores del
Siglo de las Luces, el gran esfuerzo intelectual que colocd a la razdén en
el centro del esfuerzo humano por comprender la realidad. Por ello no se
puede hablar de la Ilustracién sin mencionar la corriente filos6fica que
la definié en la historia del pensamiento: el racionalismo. Este, promovi-
do por el filésofo y matematico francés René Descartes, emple6 el pen-
samiento l6gico y matematico para moldear una perspectiva del estudio
de la realidad que uni6 la perspectiva geométrica y logicista cultivada en
la Antigua Grecia con el empirismo iniciado por Galileo Galilei, para asi
dar forma al andamiaje de lo que hoy en dia conocemos como pensamien-
to cientifico. A esto se agrega el colapso de la metafisica, alcanzado en el
siglo xv111 por el fildsofo prusiano Immanuel Kant, que signific6é en Occi-
dente la eliminacién de la utilidad de la filosofia en la elucidacién de los
principios que rigen los modos de ser y de manifestarse de la realidad
material. El triunfo espectacular de las matematicas como herramien-
ta para comprender los principios que rigen la realidad fisica tiene su
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manifestacion mas esplendorosa en la elaboracion de la ley de la gravi-
tacion universal por Isaac Newton, reportada en su obra Principios mate-
maticos de la filosofia natural, publicada el 5 de julio de 1687 y considerada
por muchos no s6lo como uno de los textos cientificos mas importantes
de la historia, sino el mas importante. Los modos de razonamiento mate-
matico, de corte geométrico, expuestos en el libro fueron elaborados in-
tencionalmente por Isaac Newton, teniendo a los Elementos de Euclides
como modelo de referencia. De esa manera él reclam6 con éxito un lugar
excepcional en la historia cultural de Occidente, no sin que esto acarreara
algunas consecuencias negativas, como lo expongo en el recuadro 10.

EL PODER SIMBOLICO DE LAS MATEMATICAS

Me parece que en lo expuesto precedentemente queda claro el poder sim-
bolico alcanzado por las matematicas. Mas alla de sus obvias aplicaciones
tecnoldgicas y cientificas, han terminado por generar su propio univer-
so conceptual, regido por la abstraccidén y dominado por los matemati-
cos. Sus campeones han cultivado con ahincoy gran habilidad la arrogan-
cia, y eso explica por qué el matematico y fisico prusiano Carl Friedrich
Gauss, una de las deidades del pantedn de los matematicos, la denominé
la reina de las ciencias, ante todo por su éxito notable e indiscutible en la
elucidacion de algunos de los principios que rigen la realidad fisica. Ca-
be mencionar que en el imaginario intelectual las matematicas desplaza-
ron durante la Modernidad el papel que tuvo la teologia, a la que el te6logo
y filésofo catélico italiano Tomas de Aquino calificé como la reina de
las ciencias. Es claro que los promotores mas notables de las matematicas
han sido los matematicos, y la sociedad ha aceptado en gran medida su
preeminencia, hasta hacer de ellos una suerte de sacerdotes del racio-
nalismo, a quienes se les puede perdonar incluso los comportamientos
mas excéntricos. Afortunadamente, han existido matematicos notables
que, lejos de ser excéntricos o estar cegados por los excesos de la arrogan-
cia, han aprovechado habilmente el aura magica que las matematicas
poseen en el imaginario colectivo de Occidente para promover el huma-
nismo en su mejor expresion. Uno de ellos fue sin duda el asombroso
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f Recuadro 10. La perniciosa influencia del mecanicismo newtoniano \

La demostracién por Isaac Newton de las posibilidades del pensa-
miento matematico en la elucidacién de los fendmenos naturales
—tales como los relativos a la dinamica orbital de los cuerpos celes-
tes, su motivo principal de estudio— fijé en el imaginario occidental
el papel cuasi-magico de las matematicas. Con ello el racionalismo
triunfante que defini6 a la Ilustracion en el siglo xviiI acelero el de-
bilitamiento de la cultura autoritaria asociada a lo eclesiastico. La
perspectiva newtoniana sobre la indagacién de los fendmenos pro-
pios de la mecéanica celeste, promovida en Europa por Voltaire (esto
es, Frangois-Marie Arouet), fue rapidamente difundida a los mas di-
versos ambitos de actividad humana, incluyendo lo que concierne a
lo moral y a lo politico, a través del uso metaférico del concepto de
fuerza. Esta idea permiti6 a la intelectualidad occidental formular
construcciones teéricas con base en la nocion de equilibrio. Por ello
seguimos hablando hasta nuestros dias de fuerzas sociales y de equi-
librio econémico, por ejemplo. A este proceso de adopcidn cultural
generalizado del pensamiento newtoniano se lo ha denominado me-
canicismo newtoniano, que marc6 histéricamente la instauracion
de las matematicas como medio ideal de comprension de la realidad.
La consecuente matematizacion de la ciencia fisica estableci6 de
manera firme el estandar con el cual toda la ciencia habria de medir-
se,lo cual ha sido hasta ahora una carga muy pesada para la legitima-
cién social de culturas epistémicas que no colocan al racionalismo
absoluto en su centro. Sin olvidar que el racionalismo mecanicista
coadyuvo a la consolidacion de la voluntad hegemoénica de Occiden-
te, facilitando el expansionismo europeo, lo cual a su vez permiti6 el
nacimiento del industrialismo y con ello la emergencia del capitalis-
mo de corte anglosajon, promotor del individualismo a ultranza, que
ha prohijado la nociva sociedad del hiperconsumo en la que estamos
inmersos. Aunque las relaciones causa-efecto en estas interacciones
sean discutibles, es innegable que la influencia del racionalismo me-
kcanicista dista mucho de ser sélo positiva. )
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pensador britanico Bertrand Arthur William Russell, quien no s6lo explo-
r6 la construccidn de los fundamentos de las matematicas —gracias a lo
cual influyd decididamente en la forma moderna de la 16gica simbdlica—,
sino que también fue uno de los fundadores de la filosofia analitica. Asi-
mismo, fue un notable pacifista militante y un defensor sin tregua de la
libertad de expresion, lo que lo llevé a afirmar en su escrito Libre pensa-
miento y propaganda oficial (en inglés: Free Thought and Official Propaganda,
publicado en 1922):

Ninguna de nuestras creencias es completamente cierta; todas tienen al me-
nos una penumbra de vaguedad y de error. Los métodos para aumentar el
grado de verdad en nuestras creencias son bien conocidos; consisten en es-
cuchar a todas las partes, tratar de determinar todos los hechos relevantes,
controlar nuestro propio sesgo discutiendo con personas que tienen el sesgo
opuesto y cultivar la disposicién a descartar cualquier hipotesis que haya re-
sultado inadecuada. Estos métodos se practican en la ciencia y han desarro-
llado el cuerpo del conocimiento cientifico. Todo hombre de ciencia cuya pers-
pectiva es verdaderamente cientifica esta listo para admitir que lo que pasa
por conocimiento cientifico en este momento seguramente requerira correc-
cion con el progreso del descubrimiento; sin embargo, esta lo suficientemen-
te cerca de la verdad para servir para la mayoria de los propésitos practicos,
aunque no para todos. En la ciencia, donde s6lo se puede encontrar algo pa-
recido al conocimiento genuino, la actitud de los hombres es tentativa y llena
de dudas.

Me parece que estas palabras de Bertrand Arthur William Russell
invitan a los cientificos, incluyendo a los matematicos, a considerar su
quehacer con humildad. A riesgo de sonar prescriptivo, aprovecho para
externar que considero que en las matematicas debe prevalecer el pen-
samiento critico lidico y no la razén arrogante. Ademas, pienso que se
gana mucho al hacer a unladola solemnidad que suele enturbiar su com-
prension.

Antes de enlistar las declaraciones matematicas elegidas, dedicaré al-
gunos parrafos a lo que defiendo como la significacién cultural legitima
de las matematicas, a saber: su papel como medio para encauzar el razo-
namiento en el proceso de construcciéon de verdades formales.
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LAS MATEMATICAS: TERRENO DE JUEGO DEL RAZONAMIENTO

;Esta todo dicho en cuanto a la significacién cultural de las matemati-
cas? ;Basta con hablar de la excentricidad de algunos de sus exponentes
o de sus consecuencias en la conformacion del tejido social? No necesa-
riamente. Hay un aspecto de las matematicas que pienso les es esencial
y que explica su significacidon cultural legitima. Este aspecto concierne a
su relacion estrecha con nuestra capacidad de servirnos del razonamien-
to encauzado para afirmar de manera certera la veracidad formal de un
enunciado matematico. Las matematicas ofrecen asi la oportunidad de
delimitar mediante el ejercicio de la razon dominios del conocimiento en
los que rige la verdad.

En efecto, la demostracion razonada de declaraciones es la esencia profun-
da de las matematicas, que son ante todo un juego que se gana al llegar a un
resultado irrefutable, si es que se han respetado irrestvictamente las reglas que
le estdn asociadas.

Es este aspecto ladico de las matematicas el que me concierne en es-
te volumen. Es por ello que he elegido resaltarlo mediante la revision de
las demostraciones de diez teoremas matematicos considerados por la
comunidad matematica como clasicos. Esto en el sentido de que su for-
mulacidén determino la evolucién de la ciencia matematica. Los elegi an-
te todo porque pienso que son divertidos y también porque son faciles de
comprender y sobre todo faciles de demostrar (salvo los Gltimos dos ...).
Para disfrutar un juego la mejor estrategia es jugarlo y evitar en un prin-
cipio exigirse demasiado. He hecho hincapié arriba en el razonamiento
encauzado para puntualizar que la construccion de conocimiento mate-
matico obedece a reglas precisas que se respetan sin renunciar al ejer-
cicio creativo de la duda. Todo juego las tiene y la diversion depende en
gran medida de su respeto. Nada mas placentero que poder afirmar que
algo es cierto, en un sentido bien establecido, y poder demostrarlo.

En lo que sigue listo los teoremas elegidos especificando su origen,
completando lo que he ya comentado en torno a ellos en la “Introduc-
cién”.

67/



DIEZ TEOREMAS PARA ESTIMULAR TU CREATIVIDAD

LOS DIEZ TEOREMAS ELEGIDOS

Estos son los diez teoremas elegidos para mostrar en este volumen el as-
pecto ladico de las matematicas, aunque sin renunciar por ello al rigor
de la formalizacidn, caracteristica principal de las matematicas:

TEOREMA 1
La suma de los primeros n niimeros entevos naturales es igual a la mitad
del producto den porn + 1.

Nada mas sencillo que sumar nimeros enteros: 1 mas 2 es igual a 3,
3 mas 3 es igual a 6, 6 mas 4 es igual a 10, y asi sucesivamente. Esto no
es para nada complicado, aunque puede ser muy tardado si ejecutamos
las sumas a mano y los nimeros que hay que sumar son muchos. Esta
declaracion, que implica la suma de nimeros incluidos en una sucesion
numeérica ordenada, ha entrado en la leyenda de las matematicas al rela-
cionarse con la precocidad de Carl Friedrich Gauss, el denominado prin-
cipe de las matematicas.

TEOREMA 2
Todo ntimero racional se puede expresar como una fraccion ivveducible.

En la Antigua Grecia se caracteriz6 inicialmente a los nimeros co-
mo entidades completas, que se correspondian con longitudes. Esto es,
tenian un sentido asociado a la longitud conmensurable de una cuerda
abstracta, lo cual establecia una diferencia conceptual entre lo que se en-
tendia por nGmero y lo que se entendia por cantidad. Al perfeccionarse
la descripcion, se propusieron las fracciones, es decir, cocientes de nime-
ros completos, y se plante6 entonces el cuestionamiento de si existia para
un nmero dado una representacién como fracciéon mas simple que cual-
quier otra representacion. Este teorema provee la respuesta definitiva.

TEOREMA 3
La raiz cuadrada del niimero 2 no es un niimero racional.

Uno de los descubrimientos mas importantes y perturbadores de
las matematicas en la Antigliedad: la comprobacién irrefutable de que
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existen nimeros que no se pueden representar como fracciones. El des-
cubrimiento también marcé el triunfo de la vision geométrica sobre lo al-
gebraico en la Antigua Grecia, condicionando en Occidente la evolucién
de la exploracién de lo matematico hacia lo abstracto. Aunque la demos-
tracion de esta declaracion es simple, no deja de ser un ejemplo contun-
dente del poder del razonamiento hipotético-deductivo.

TEOREMA 4
En un triangulo rectangulo la suma del cuadrado de los catetos es igual al cua-
drado de la hipotenusa.

Este es el teorema que suele molestar a muchos estudiantes de edu-
cacion secundaria, basicamente porque no se los invita a comprender su
significacién profunda. Suele ser su primera confrontacién con la demos-
tracion de declaraciones matematicas. Se ama o se odia el teorema, pero
no deja indiferente a nadie que lo haya conocido.

TEOREMA 5
El cociente hipotenusa/cateto en un triangulo vectangulo isosceles es igual a V2.

Una declaracién inofensiva y como se vera no muy complicada de
demostrar, que al seguirle la pista nos lleva al misterioso niimero 77 :=
3.1415926 ..., a través de la nocidn de invariancia, de propiedades especi-
ficas de objetos matematicos con respecto a clases especificas de trans-
formaciones.

TEOREMA 6
La media geométrica de dos niimeros positivos es menor o igual a su media arit-
mética.

Una propiedad derivada de las restricciones a las que es sometido un
triangulo inscrito en un circulo, y que me servira de pretexto para explo-
rar algunos aspectos de la relacién que establecieron los matematicos de
la Antigua Grecia con la msica, uniendo el razonamiento al placer.
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TEOREMA 7
Teovema fundamental de la arvitmética.

Los nimeros enteros se pueden descomponer como el producto de
una clase de niimeros que poseen propiedades que han apasionado a
los matematicos a lo largo ya de siglos: los nitmeros primos. Una declara-
cion matematica que ha influido en numerosos dominios de la ciencia,
que van desde la transmisidon segura de mensajes hasta la dinamica de
adaptacion a las exigencias del entorno de ciertas clases de insectos.

TEOREMA 8

La suma de los dngulos de todo triangulo en geometria euclidiana es igual
a180°.

Esta declaracion clasica se deriva directamente de una aseveracion
incluida por Euclides en los Elementos, y cuyo estatus ha sido motivo de
debate hasta nuestros dias, al cuestionarse si algo que es evidentemente
verdadero no requiere, sin embargo, de ser demostrado.

TEOREMA 9
Solo existen 5 poliedros requlares convexos.

Se considera que fue la demostracion de esta declaracién lo que mo-
tivo la escritura de los Elementos por parte de Euclides, para formalizar
las creencias de Platon (c. 427-347 a.C.) en torno a estos objetos mate-
maticos. Este resultado es, sin lugar a dudas, un buen pretexto para re-
flexionar sobre la sacralizacién del conocimiento matematico, asi como
para abordar lo relativo a la relacién que guardan las matematicas con la
estética.

TEOREMA 10
Una esfera tiene dos tercios del volumen del cilindro en el que se inscribe.

La demostracion de esta declaracion matematica se debe a Arquime-
des, quien la incluy6 en su tratado Sobre el cilindro y la esfera, uno de los
nueve cuyo contenido sobrevive hasta nuestros dias. De acuerdo con el
historiador romano de origen griego Plutarco, Arquimedes estaba tan or-
gulloso de su demostracién que pidid se labrara en su tumba una figura
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alusiva a manera de epitafio. Aprovecho la demostracion de esta declara-
cién para reflexionar sobre lo que se entiende como obra maestra en ma-
tematicas.

Estas diez declaraciones son ejemplos clasicos en el ambito de las mate-
maticas. Podria haber elegido otras declaraciones, aunque considero que
las demostraciones elegidas para cada uno de ellos constituyen un buen
muestrario de las estrategias de razonamiento hipotético-deductivo que
subyacen a la construccidn del conocimiento matematico. Como se vera
mas tarde, prevalece por decision propia en mis elecciones la perspecti-
va fundamentada en el uso de conceptualizaciones geométricas, con el
fin de minimizar la necesidad de realizar operaciones algebraicas. A este
respecto incluyo en el recuadro 11 un breve analisis de las razones por
las cuales, desde mi perspectiva, el pensamiento matematico griego se
orient6 hacia la geometria.

Antes de abordar las demostraciones revisaré algunos preliminares;
para ello, dedico el proximo capitulo, lo cual me facilitara la tarea.
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K Recuadro 1. La elecciéon por la geometria en la Antigua Grecia \

Las matematicas desarrolladas por los pensadores de la Antigua
Grecia (de las exploraciones pitagoricas a los logros de Arquimedes,
pasando por la sistematizacién debida a Euclides) cultivaron la pers-
pectiva geométrica. Las razones de esta eleccidn se encuentran en
las restricciones tecnoldgicas y culturales de la época. La palabra
geometria, en griego antiguo yewp.etplia, tiene como raices etimold-
gicas, escribiéndolas en el alfabeto latino, geoy metron, esto es, tierra
y medicion, respectivamente. Esto nos indica el origen de la geome-
tria en la practica de la medicién de objetos mediante instrumentos
simples, tales como la cuerda marcaday el compas, practica desarro-
llada en tiempos previos tanto en Mesopotamia, como en Babiloniay
en el Antiguo Egipto (generalmente en el contexto de la agrimensura
y de la arquitectura). La particularidad griega radica en emplear las
herramientas materiales y conceptuales de la geometria para abor-
dar la demostracion de declaraciones matematicas complejas, me-
diante el famoso método de regla y compas. Un conocimiento que
distinguia a quien lo poseia y le otorgaba autoridad simbolica, como
bien lo expres6 Platdon con su famosa inscripcion en el frontispicio
de la Academia: Ayewpétpntog pndelc eicitw (en espafiol: “Aqui no
entrva nadie que no sepa geometria”). Las demostraciones matematicas
griegas son en principio algebra abstracta realizada mediante ope-
raciones geométricas. Sus métodos de notacion y las limitaciones
tecnoldgicas asociadas a dispositivos de computo, tales como el aba-
co, no permitia a los griegos seguir una vertiente de desarrollo ajena
ala geometria. Esto tendria lugar con el surgimiento del algebra en el
mundo islamico, como herramienta para la resolucién de problemas
practicos, hacia el siglo 1x de nuestra era, que abordaria la resolucién
de problemas de indole geométrica mediante técnicas algebraicas. E1
matematico persa musulman Muhammad ibn Miisa al-Khwarizmi
utilizaria conceptos derivados de los Elementos de Euclides para va-
lidar sus desarrollos en torno a la resolucién sistematica de ecuacio-
Knes algebraicas. )
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En este capitulo me detendré ante la puerta del territorio constituido por
los teoremas elegidos y que han sido introducidos previamente. Esto con
el fin de pasar revista al conjunto de los conceptos basicos que a mi consi-
deracidn son los minimos requeridos para seguir la formulacién concre-
ta de los teoremas que abordaré posteriormente, asi como para lo que
corresponde a su demostracidon. En primera instancia recordaré lo que
se entiende por matematicas y por conocimiento matematico, para poste-
riormente exponer lo que respecta a las particularidades del razonamiento
matematico, asi como los diferentes métodos deductivos de demostracion de
declaraciones matematicas. Evitaré en lo posible la exhaustividad, pre-
sentando s6lo los métodos que se utilizan en la demostracion de los teo-
remas elegidos. Tales métodos son las reglas del juego que he mencionado
precedentemente. Finalizaré este capitulo recordando las definiciones de
las familias de nimeros que participan enlas declaraciones matematicas
que conciernen a este volumen, e incluiré algunos conceptos basicos de
geometria que seran de suma utilidad a todo lo largo de la exposicion. Es-
ta es, pues, la pauta que sigue mi exposicién en este capitulo. Pasemos
entonces a tratar el primer tema que nos concierne.

MATEMATICAS Y CONOCIMIENTO MATEMATICO

Enelmundo delas matematicas todo comienza con definiciones, las cuales
sblo tienen razoén de ser si son (tiles. Espero que ese sea el caso para lo
que me concierne en este volumen. En lo que sigue se comprendera el
concepto de definicién como

Proposicion que expone con clavidad y exactitud los cavacteves genéricos
y diferenciales de algo material o inmaterial.
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He aqui entoncesla primera definicién que incluyo y que me sera til
a todo lo largo de este volumen:

DEFINICION 1 (Matematicas). Conjunto de conocimientos abstractos que ve-
sultan de razonamientos logicos aplicados a diversas clases de objetos, asi como
las relaciones y operaciones matematicas que existen entve dichos objetos.

Aunque previamente he afirmado que no existe una definicidén uni-
versalmente aceptada de lo que se entiende por matematicas, en lo que
sigue utilizaré la que vengo de formular. Procedo asi porque es (til para
mis fines. Como lo he afirmado antes: la validez de todo concepto radica
en su utilidad.

Conviene listar ahora de manera sucinta algunas de las clases de ob-
jetos matematicos mas comunes:

- conjuntos,

. nameros,

- operaciones,

- figuras geométricas,

- axiomas

- teoremas,

- demostraciones de teoremas.

En la practica, las matematicas, entendidas como ciencia, se organi-
zan en diversas ramas, que pueden ser interpretadas como compartimen-
tos bien delimitados de conocimiento matematico. Entre las ramas
matematicas se tienen:

. el analisis,

- el calculo,

. la teoria del control automatico,
- la teoria de conjuntos,

- la geometria,
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. la teoria de los sistemas dinamicos,
- el algebra,
- la combinatoria.

Cada una de las diversas ramas del conocimiento que constituyen
a las matematicas posee sus propios objetos matematicos, su propia
manera de tratar con ellos, asi como sus propios especialistas. Procede
puntualizar que existen entrecruzamientos entre distintas ramas; por
ejemplo, la geometria algebraica combina el algebra abstracta con la geo-
metria analitica. Dentro de la comunidad matematica se han presenta-
do esfuerzos importantes para evitar la fragmentacién del conocimiento
matematico, tales como el llevado a cabo por el grupo francés de matema-
ticas Nicolas Bourbaki en el siglo pasado. Dicho grupo, una suerte de clan
formado por matematicos superdotados, se centrd en el empleo de la no-
cién de estructura. En el recuadro 12 abordo brevemente los pormenores
de dicho esfuerzo.

Aunque la nocidn de estructura propuesta por el grupo Nicolas Bour-
baki permed toda la ciencia matematica, influyendo incluso en la pers-
pectiva estructuralista en las ciencias sociales y con ello encauzando su
desarrollo a todo lo largo del siglo xx, lo cual no evit6 la consolidacion de
su fragmentacion en ramas. Hoy en dia el nivel de especializacion de la
ciencia matematica es tal que cada rama posee a su vez subramas cada
vez mas especializadas. Esto significa que, a diferencia de lo que aconte-
cia en siglos pasados, no existen en nuestro tiempo matematicos univer-
salistas; esto es, matematicos que manejen al mismo nivel todas las areas
de las matematicas de su tiempo. Este fenémeno no es exclusivo de las
matematicas, ya que es una caracteristica de la ciencia contemporanea.
Esta se caracteriza por la emergencia y consolidacion de disciplinas con
niveles extremos de especializacion. Se suele afirmar que el Gltimo ma-
tematico universalista fue el también filésofo de las matematicas Henri
Poincaré, activo desde Francia en la segunda mitad del siglo x1x y hasta
la primera década del siglo XX, quien ademas de incursionar con éxito en
todos los campos de las matematicas de su era fue también un ingeniero
renombrado.
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K Recuadro 12. Nicolas Bourbaki \

El grupo de matematicos francéfonos Nicolas Bourbaki, organizado
como sociedad secreta (siendo una de sus reglas el que sus integran-
tes se retiraran del grupo al cumplir los 50 afios), se abocd en los
afios treinta del siglo pasado a la construcciéon de una presentacion
coherente del conocimiento matematico. Para esto se sirvi6 de la no-
cion de estructura con la finalidad de eliminar la nocién de comparti-
miento, que subyace a la fragmentacion de las teorias matematicas
en ramas. La propuesta uso la teoria de conjuntos para proponer la
nocidén de estructura, comprendida como un conjunto enriquecido
con algunas propiedades adicionales. El conjunto de los ntimeros
enteros {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}, junto con la operacién de suma
binaria, constituye un elemento de la familia de las estructuras de-
nominadas grupos, para ejemplificar el concepto. El planteamiento
de Nicolas Bourbaki consistid en detectar las estructuras que consti-
tuyen el niicleo central de cada area de las matematicas delimitando
los puentes que las conectaran. El grupo Nicolas Bourbaki, acuartela-
do en la Escuela Normal Superior de Paris, alcanz6 temporalmente
la hegemonia en el dominio de la edificacién de los modos del queha-
cer de la ensefianza y la investigacion cientifica matematica hacia
los afios sesenta del siglo pasado. Cinco de sus miembros recibie-
ron la Medalla Fields: Laurent Schwartz (1950), Jean-Pierre Serre
(1954), Alexandre Grothendieck (1966), Alain Connes (1982) y
Jean-Christophe Yoccoz (1994). El esfuerzo de unificacion del cono-
cimiento matematico por parte del grupo Nicolas Bourbaki se en-
cuentra resumido en su tratado matematico (inacabado) Eléments
de mathématique (en espainol: Elementos de matemdtica), compuesto
por once libros, cuyos primeros tomos comenzaron a publicarse en
1939 por la editorial francesa Hermann (cuya relacién con el grupo
termind en un conflicto por la propiedad de los derechos de autor),
los cuales han sido publicados hoy en dia en inglés por la editorial
alemana Springer. La singularizacion matemitica, en lugar de mate-
maticas, manifiesta la voluntad del grupo de presentar a la ciencia
kmatemética como un campo unificado. )
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Con respecto a la definicidon precedente, tomada como punto de parti-
da, se le puede asociar la nocién de conocimiento matematico:

DEFINICION 2 (Conocimiento matematico). Informacion organizada sobre
un determinado tema o asunto construido matematicamente.

Esta definicidon implica obviamente que no todo conocimiento es ma-
tematico, pues para serlo requiere ser construido de un modo muy espe-
cial. ;Coémo se construye entonces el conocimiento matematico y qué lo
distingue de otras clases de conocimiento? Esto tiene lugar mediante el
ejercicio sistematico de una clase muy particular de razonamiento, al
que se conoce como razonamiento hipotético-deductivo, el cual abordo en
la seccidn siguiente.

EL RAZONAMIENTO MATEMATICO

Me permito comenzar esta seccidén con un par de definiciones relaciona-
das con los métodos mediante los cuales se construye el conocimiento
matematico.

DEFINICION 3 (Razonamiento inductivo). Método de razonamiento basado
en hacer infervencias y conclusiones a partir de observaciones.

Se suele decir también que el razonamiento inductivo es el proceso
que consiste en inferir una regla general que explica una observaciéon a
partir de instancias especificas. Esta clase de razonamiento es importan-
te en el ambito de la ciencia, aunque secundario con respecto a la clase
de conocimiento que defino a continuacion:

DEFINICION 4 (Razonamiento hipotético-deductivo). Método de razona-
miento con el cual una conclusion es alcanzada mediante argumentos 16gicos
con base en una coleccion dada de suposiciones; esto es, premisas aceptadas a
priori.

En la historia del conocimiento matematico el razonamiento inducti-
vo se utilizd con frecuencia en la etapa inicial. Esto debido a que mucho
de lo que se hacia originalmente en matematicas se basaba en observa-
ciones de fenémenos fisicos o bien partia de necesidades materiales muy
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concretas; el pago de impuestos en Mesopotamia, dependiendo de la su-
perficie cultivada, por ejemplo. Hoy en dia el razonamiento inductivo se
sigue utilizando en las matematicas, aunque nunca parva llegar a conclusio-
nes formales, esto es, que no admiten duda alguna. Esto me lleva a presen-
tar la definicién siguiente:

DEFINICION 5 (Conjetura). Cualquier afirmacion matematica que no ha sido
probada todavia.

Un nGmero importante de resultados matematicos son formulados
primero como conjeturas, con base en razonamientos inductivos. La ges-
tacion de una conjetura suele implicar la generalizacidon de resultados
matematicos particulares, y frecuentemente esta asociada con dificulta-
des importantes en la construcciéon de una demostracion que la valide.
Esto es, en matematicas las conjeturas son enunciadas ante la carencia
de demostraciones. Las conjeturas pueden o no ser ciertas y esto sola-
mente puede ser establecido via una demostracién, que en caso de ser
valida hace de la conjetura en cuestiéon un teorema.

Este es, por ejemplo, el caso con el denominado Gltimo teorema de
Fermat,'° formulado por Pierre de Fermat en 1670, sin proporcionar una
demostracion, por lo cual la formulacion original correspondi6 a una con-
jetura. La demostracion de esa famosa declaracion fue legitimada al ser
publicada por el matematico inglés Andrew Wiles en 1995 en la revista
matematica Annals of Mathematics de la Universidad de Princeton, Esta-
dos Unidos, no sin antes haber pasado por una larga y dolorosa etapa de
validacion.

Hago hincapié en que hoy en dia un resultado matematico es aceptado
unicamente cuando se obtiene como consecuencia de razonamiento deductivo.

El razonamiento deductivo, como medio para alcanzar la certeza de
una conjetura enunciada, naci6 en la Antigua Grecia, y se estima que fue
Tales de Mileto el primero en servirse de €él, tal y como lo expongo de ma-
nera breve en el recuadro 13.

10 No existen tres nimeros enteros positivos a, b y ¢, que satisfagan la ecuacién a” + b" = ¢, para
cualquier entero n mayor que 2. Note que sin = 2 latriadaa = 3,b = 4y c = 5 satisface
a2 +b%=c? enefecto,32 +42 =3x3+4x4=9+416=25=52
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K Recuadro 13. Tales de Mileto, el pionero \

En cuanto al razonamiento hipotético-deductivo, los historiadores
contemporaneos de las matematicas suelen considerar que Tales de
Mileto, en la Antigua Grecia, fue quien, alrededor del afio 600 antes
de nuestra era, proporcioné la primera prueba que hacia uso de ra-
zonamientos 16gicos de indole deductiva para justificar un resultado
matematico, esto es, para caracterizar su valor formal de verdad. Al-
gunos historiadores dedicados a esta tematica consideran que la in-
vencion del razonamiento hipotético-deductivo, en el contexto de
la demostracién de declaraciones matematicas, seria la consecuen-
cia de la bsqueda por parte de Tales de la validez absoluta de for-
mulas geométricas que habria recolectado durante su estancia en
el Antiguo Egipto y que se utilizaban alli para resolver problemas
particulares, sin estar por ello asociados a la generalizacidn. En este
proceso Tales habria inventado no sélo el razonamiento hipotético-
deductivo, sino la filosofia misma. Actualmente se estima que Tales
no solo fue el primer matematico, en el sentido moderno que sele da
en Occidente, sino que también fue el primer pensador occidental en
incursionar en la filosofia cientifica al romper definitivamente con
explicaciones miticas a fendmenos naturales. Con Tales comienza
entonces el proceso de sustitucion de creencias por razonamientos
formales. Asi pues, puede decirse que Tales es el pionero en Occiden-
Kte de los modos de razonar que ahora reconocemos como cientiﬁcos.j

No todo el conocimiento matematico es el resultado de demostracio-
nes obtenidas mediante razonamientos deductivos. Este es el caso de los
axiomas:

DEFINICION 6 (Axioma). Postulado matematico que se toma como evidente-
mente verdadero sin necesidad de prueba.

A los axiomas se les unen las definiciones matematicas para dar for-
ma a un sistema matemdtico axiomatico:
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DEFINICION 7 (Definicién matematica). Declaracion precisa que es utiliza-
da para dav condiciones explicitas para el término matemdatico definido.

;Qué es entonces un sistema matematico axiomatico?

DEFINICION 8 (Sistema matematico axiomatico). Es conocimiento mate-
matico organizado que se constvuye con base en un conjunto de axiomas, los cua-
les se utilizan, mediante razonamiento deductivo, pava demostrar teovemas.

Esto lleva necesariamente a la pregunta: ;qué es lo que se entiende
por prueba en matematicas? Esta es la respuesta:

DEFINICION 9 (Prueba matematica). Secuencia de avgumentos matemdaticos
rigurosos que son presentados de manerva clara y concisa y que de manera con-
vincente demuestvan la validez del enunciado matematico provisto.

Puedo ahora introducir la definicién siguiente:

DEFINICION 10 (Teorema). Escualquier declaracion matematica cuyavalidez
se puede demostrar aceptando argumentos logicos y matemdticos.

Se puede afirmar entonces que todo teorema matematico es la cara
plblica de un conjunto de razonamientos 16gicos deductivos armados en
torno a axiomas especificos. En el recuadro 14 expongo un poco mas de
esta relacion entre teoremas y razonamiento deductivo.

Asociada con la definicion precedente se tiene la siguiente:

DEFINICION 11 (Lema). Declaracion auxiliar utilizada en la demostracion de
otra declavacion.

Unavez demostrado un teorema, existen declaraciones que son conse-
cuencia directa y que por ello no requieren demostracion propia. A tales
declaraciones se las denomina corolarios.

DEFINICION 12 (Corolario). Declaracion cuya validez se sigue de una declara-
cion ya demostrada.

Se puede abordar ahora lo que concierne a los métodos especificos
que se utilizan para llevar a cabo la demostracion de las declaraciones
matematicas y que sistematizan el uso del razonamiento deductivo.
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K Recuadro 14. Teoremas y razonamiento hipotético-deductivo \

En matematicas todo teorema —en tanto que enunciado formulado
dentro de un sistema formal dotado de semantica formal— se de-
muestra mediante el empleo del razonamiento hipotético-deductivo.
Se parte paraello de premisas cuyaverdad formal ha sido establecida
previamente; esto es, axiomasy teoremas ya demostrados. Lanocién
misma de teorema exige esta conexidn entre lo que se declara como
cierto y la manera como esto se demuestra y se somete al rigor del
juicio de la verificacion l6gica. En la organizacién del conocimien-
to matematico se sigue la légica de etiquetar de manera jerarquica
las declaraciones demostradas conforme a su nivel de importancia.
Las declaraciones matematicas mas importantes son los teoremas.
Muchas veces las demostraciones de teoremas son largas, por lo que
se organizan sirviéndose de resultados parciales. Estos no son otra
cosa que teoremas, aunque para etiquetar su papel como resultados
auxiliares se suelen denominar como lemas o como proposiciones,
Kde acuerdo con su utilidad. )

METODOS DE DEMOSTRACION DE LAS DECLARACIONES
MATEMATICAS

La demostracién de una declaracién matematica mediante la aplicacion
sistematica del razonamiento hipotético-deductivo puede tener lugar de
diversas maneras, que dependen, por supuesto, de la naturaleza especifi-
ca de la declaracion. Ademas, para una declaracion matematica dada no
existe, en general, una sola demostracion y todas las que permiten con-
cluir la veracidad de la declaracién en cuestion, si tal es el caso, son es-
trictamente equivalentes. De manera metaférica, puede decirse que una
declaracion matematica cierta afirma donde se encuentra un objeto en
el universo de los objetos matematicos (esto es, aquellos que son verda-
deros en el sentido formal previamente discutido); y el proceso demos-
trativo elegido indica en consecuencia cémo llegar a la ubicacion exacta
a partir de un punto de partida caracterizado de manera precisa. Esto es,
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las premisas también condicionan lo que esylo que no es un camino vali-
do. El arte de construir la demostracién de una declaracién matematica
dada consiste entonces en hallar el camino mas corto y autoevidente po-
sible. Todo un reto. En tal sentido, la demostracién de toda declaracién
matematica estd asociada a la eleccién de un método demostrativo, lo
cual dependera basicamente del bagaje matematico de quien lo eligey de
su creatividad. El proceso de construccién de una demostracién especi-
fica es ante todo un proceso altamente creativo. Es en esencia un juego
delimitado por restricciones, esto es, reglas precisas que no admiten ex-
cepciones en su aplicacion. Los tipos de demostracion mas comunes de
los que se sirve la ciencia matematica son los siguientes:

- demostracién por contradiccion,

- demostracidn por induccion,

- demostracidn sin palabras,

- demostracidén por contraejemplos,

. demostracion constructiva.

El dominio de estos cinco métodos de demostracion de declaraciones
matematicas constituye el recurso intelectual fundamental con el que
cuentan los matematicos profesionales. En lo que sigue detallo brevemen-
te en qué consiste cada uno de estos métodos.

DEMOSTRACION POR CONTRADICCION: Dada la declaracién matematica
que se quiere demostrar, se supone como punto de partida que la
declaracion es falsa. Entonces, por medio del uso del razonamiento
hipotético-deductivo se contempla llegar a la conclusién de que una
cierta declaracion, que se ha supuesto que es falsa, resulte verdadera
de acuerdo con el razonamiento seguido. Debido a la contradiccion
resultante, se concluye que la aseveracién de que es falsa la declara-
cién que se quiere demostrar no se sostiene, esto es, se genera una
contradiccidn légica. Este método demostrativo suele ser el preferi-
do por la mayoria de los matematicos.

82



CONCEPTOS PRELIMINARES

DEMOSTRACION POR INDUCCION: Este método se utiliza en declaraciones
que conciernen a todos los nimeros enteros naturales. Se divide en
dos casos.

Caso base: Se supone que la declaracién es valida para el enteron = 1.

Caso inductivo: Se demuestra que si la declaracion es valida para el
cason = k, entonces también lo es parael cason = k + 1.

La consideracion delavalidez de los dos casos, establecida en secuen-

cia, demuestra que la declaracion es valida para todos los enteros na-

turales.

DEMOSTRACION SIN PALABRAS: Se trata de la técnica consistente en utili-
zar un diagrama, sin texto auxiliar, cuya observacion demuestra que
la declaracion matematica concernida, formulada en términos visua-
les, es autoevidente. También se denomina demostracion visual a la
que sigue este método demostrativo.

DEMOSTRACION POR CONTRAEJEMPLOS: Esta técnica consiste en hallar un
ejemplo para el cual la declaracién matematica falla. Usualmente el
hallazgo del contraejemplo permite refinar el proceso de formulacién
de la declaracion matematica en cuestion.

DEMOSTRACION CONSTRUCTIVA: Técnica consistente en proveer un pro-
cedimiento para construir el objeto matematico concernido por la
declaracion matematica que se busca demostrar. Este método sue-
le ser muy comin en el ambito de las matematicas aplicadas, esto es,
la aplicacion es justamente lo que se construye.

Dada una declaracién matematica, la elecciéon del método de demos-
tracion no sélo depende de la naturaleza de ésta, ya que también depende
del gustoy de las habilidades del matematico que construye la demostra-
cién. Por ello, una misma declaracion puede tener mas de un método de
demostracion (como lo he afirmado precedentemente), cada uno de ellos
potencialmente de naturaleza distinta. Esto significa que, en general, se
puede llegar a un mismo destino (el resultado enunciado por la declara-
cion matematica) siguiendo caminos diferentes, siempre y cuando cada
uno de ellos se sostenga en términos l6gico-deductivos. Los matematicos
suelen buscar demostraciones que sean faciles de comprender por otros
matematicos, su piblico natural, y 1a elegancia es uno de los criterios que
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se utilizan para avalar una demostracion. En el recuadro 15 abordo este
aspecto del pensamiento matematico.

En lo que sigue presento los objetos matematicos que seran de utili-
dad al abordar las demostraciones que conciernen a este volumen.

NUMEROS

En matematicas un nimero es una abstraccién que se utiliza para repre-
sentar una magnitud o una cantidad, aunque para muchos matematicos
los nimeros son entidades reales que se representan a si mismas. Los ni-
meros se suelen representar por medio de simbolos, a los que se denomi-
na numerales. En Occidente los numerales mas comunes hoy en dia son
los numerales arabigos:!!

0,123 4,5,6,7,8,09.
Existen diversas clases de nimeros. Las que conciernen a este volu-
men son las siguientes:

NUMEROS ENTEROS NATURALES: Es el conjunto constituido por los niime-
ros que se utilizan para contar y ordenar los elementos de conjuntos
y se suele representar por medio de la letra maytscula N; es decir:

N:={1,2,3,4,..}.

NUMEROS ENTEROS: Es el conjunto que se constituye al agregar, al con-
junto de los nGmeros naturales, los negativos de éstos y el nimero al
que se denomina como cero. Este conjunto se representa mediante la
letra maytscula Z; a saber:

Z = {"- 7 _4/ _3/ _2, _1, 0, 1,2, 3,4, ceey } .

11 Estos numerales fueron formulados por matematicos isldamicos en el siglo viil de nuestra era
con base en el sistema posicional decimal indio, concebido entre los siglos I y IIl de nuestra
era. Se considera que tal sistema fue transmitido por un astrénomo indio de visita en Bagdad en
tiempos del califato abasi de al-Mansur (712-775), y que se difundié en Occidente a través de la
cultura drabe de Al-Andalus, esto es, la peninsula ibérica. Aunque vetado en Europa por la Iglesia
catdlica durante siglos, termind por imponerse y su trazado se normaliza hacia el siglo xv.
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K Recuadro 15. La elegancia matematica \

En el entorno profesional de las matematicas se suele afirmar que
la demostracion de una declaracidén matematica es elegante si ésta
es a la vez simple y también bella. En cuanto a la simplicidad, esto
implica que la demostracién es facil de seguir sin el requerimiento
de un bagaje técnico sofisticado. Evidentemente una demostracion
puede ser simple para alguien y muy complicada para otra persona,
incluso cuando ambas posean el mismo bagaje técnico. E1 asunto de la be-
lleza de la demostracién es mucho méas complejo, como siempre que
se aborda algo que concierne mecanismos cognitivos de apreciacion.
Se afirma que algo es bello si quien lo aprecia goza de placer estéti-
co al hacerlo. Esto obviamente implica subjetividad, ya que lo que es
placentero para una determinada persona no necesariamente lo es
para otra. Ahora bien, el placer estético es basicamente una emocion
suscitada por un objeto, en este caso una demostraciéon de una decla-
racion matematica. Dado que toda emocioén implica, en el caso de los
seres humanos, la participacién de un comportamiento fisiolégico,
ciertos comportamientos expresivosy la conciencia, el placer estético
asociado a una demostracién matematica se asocia por necesidad
con la decision de gozarla por parte de quien la aprecia. Es obvio que
la decision es mas facil de ser tomada si se comprende a profundidad
lo que se estd demostrando, lo cual significa que la elegancia de una
demostracion matematica es esencialmente subjetiva. Esto es moti-
vo de debate, ya que algunos matematicos todavia creen en la belleza
objetiva del hecho matematico y afirman desde tal creencia que el
placer estético eslo que los guia en la construccién del conocimiento
matematico. En mi caso, me reconozco en la perspectiva socioldgica
cultivada por Pierre Bourdieu, para sostener que la calificacion de un
razonamiento como elegante pone de manifiesto mecanismos subya-
centes de disputa por la hegemonia social de los matematicos en el
interior de su campo social. En concordancia con esta posiciéon, me
permito afirmar que la sensibilidad proclamada por el matematico
Kes basicamente un reclamo elegante de privilegios. )
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Con respecto a la notacidén utilizada para representar los conjuntos
basicos de nimeros (N paralos nimeros naturales, por ejemplo), se acos-
tumbra denominar negritas de pizarra a los caracteres tipograficos usados,
y se suele afirmar que surgieron al tratar de escribir letras maytsculas en
negritas con gis sobre la pizarra negra que solia utilizarse hace algunas
décadasenlossalones de clase,y que todavia suelen emplear algunos ma-
tematicos tradicionalistas.

Cabe mencionar que, dado un nimero entero, su negativo es aquel nt-
mero entero tal que al realizarse la suma de ambos el resultado es exacta-
mente igual a cero. Se dice que el conjunto Z es cerrado bajo la suma, lo
cual significa que la suma de cualesquiera dos nimeros de este conjunto
da como resultado un niimero que se encuentra en el conjunto. Esta es
una de las propiedades que hacen del conjunto de los nimeros enteros
—junto con la operacién de suma, que asocia a cualquier par de sus ele-
mentos con un tercer elemento que también esta incluido en el conjunto—
un grupo, una de las estructuras algebraicas mas simples. Esta estructura
algebraica se suele representar mediante la notacidén (Z, +).

En lo que sigue se denota mediante Z, al conjunto de los nimeros
enteros positivos; es decir:

Z,:=11,2,3,4,..,}.

De la misma manera Z_ denota al conjunto de los nimeros enteros
negativos, esto es:
Z_:={.,—-4,-3,-2,-1}.

En consecuencia, el nimero 0 es un entero, aunque no es ni positivo
ni negativo. Esto significa que

Z=17,UZ_ U0},

donde el simbolo U representa la unidon de conjuntos sin elementos repeti-
dos (cuando se repiten elementos se utiliza el simbolo U), y {0} denota al
conjunto que tiene como Gnico elemento al nimero cero.

NUMEROS PRIMOS: Los nlimeros primos son los nimeros naturales ma-
yores que uno que no son iguales al producto de niimeros naturales
mas pequeios, exceptuando al nimero 1.
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EJEMPLO 1. Elntimero3 es primo, pevo el niimero4 no lo es. En efecto, 3 se puede

escribir como
3=1x3,

esto es, solo tiene al 1 como factor. Sin embargo,
4=1x%x2x2,

por lo que no es un nitmero primo. [ ]

Cabe mencionar que ha sido demostrado que todo niimero entero se
puede descomponer como el producto de nimeros primos. La demostra-
cién de esto concierne a uno de los teoremas presentados en este volu-
men. El siguiente ejemplo ilustrala descomposicién de un nimero entero
en factores primos.

EJEMPLO 2. Elnitmero 36 se puede descomponer como
36 =1x2x2x3x3,

lo cual también se puede formular diciendo que 36 posee como factores primos a
{2,2,3,3}, esto es, a los nitmeros primos 2 y 3, ambos con multiplicidad igual
a2, yaque

22 x 32 = 36,
donde 22 se utiliza pava representar el producto de multiplicar el niimero 2 por
si mismo, esto es, 22 := 2 x 2 (el simbolo := significa ‘estd definido como’). R

Se dice que todo niimero natural que no es primo es un niimero com-
puesto. Esto excluye al nimero 1.

NUMEROS RACIONALES: Es el conjunto de los nimeros que se pueden
representar como el cociente (o fracciéon) de dos nimeros enteros
p/gq: un numerador p y un denominador diferente de cero 4. Este con-
junto se suele representar como Q. Advierta que

ZCQ,

lo cual significa que todo niimero entero es también un nitmero vacional,
es decir, Z es un subconjunto del conjunto Q. Lo contrario no es en
general cierto.
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, % -5y %4 son niimeros racionales. Note que
-1

-

EJEMPLO 3. Los numeros 1

El lector recordara que

la division de un nimero negativo por un nimero positivo da un ntime-
ro negativo;

la divisiéon de un nimero positivo por un nimero negativo da un nime-
ro negativo;

la divisién de un nGimero positivo por un niimero positivo da un ntime-
ro positivo;

- la division de un nimero negativo por un nimero negativo da un nf-
mero positivo.

Todo esto es cierto al reemplazar la division por el producto, excep-
tuando a los productos que tienen como multiplicador o como multipli-
cando al cero (en tal caso el producto es igual a cero).

Note que el namero 0 es también un nmero racional, ya que se le
puede escribir como una fraccién; a saber:

donde p es cualquier nimero entero diferente de cero.

NUMEROS IRRACIONALES: Es el conjunto de los niimeros que no se pue-
den representar como el cociente (o fraccidon) de dos nimeros ente-
rosp/q:un numerador py un denominador diferente de cerog. A este
conjunto se le suele representar como I.

NUMEROS REALES: Es el conjunto, denotado con R, que resulta de unir el
conjunto de los nimeros racionales con el conjunto de los nimeros
irracionales:

R=QUI,

388



CONCEPTOS PRELIMINARES

expresion en la cual el simbolo U se utiliza para representar la unién
de conjuntos (sin repeticidon de elementos).

Ademas de los conjuntos de nimeros que acabamos de presentar,
en algunas de las demostraciones se tendra la necesidad de utilizar otra
clase de entidades matematicas: los objetos geométricos. De los nimeros
nos servimos para abstraer el concepto de cantidad. En cuanto a los obje-
tos geométricos, de estos nos servimos para abstraer la nocién de dimen-
sion asociado a la percepcion del espacio fisico.

A continuacidén paso revista a los objetos geométricos que seran Gtiles
alolargo de este libro.

ALGUNOS CONCEPTOS GEOMETRICOS

En matematicas, la geometria concierne al estudio de las propiedades de
figurasy del espacio en el que éstas se encuentran. Ambos expresados en
términos abstractos, esto es, como representaciones mentales. Por ello se
suele decir que la geometria abstrae las propiedades del espacio fisico en
que estamos inmersos, las cuales se proyectan desde la percepcidén en los
procesos cognitivos que en nuestro cerebro les son especificos. Se han rea-
lizado estudios que evidencian el papel que desempefian en el cerebro de
algunos animales, entre ellos los humanos, las asi llamadas células de red
—una clase de neuronas— en la determinacion de la comprension de la
ubicacidn en el espacio. Esto significa que el proceso evolutivo nos ha
dotado con la capacidad de construir representaciones cognitivas de
indole geométrica asociadas a nuestra relaciéon con el espacio fisico (en-
tre otras cosas, para permitir nuestra navegacion correcta en él). La
estructura misma del sistema nervioso central coadyuva a la aprehen-
sion de lo geométrico. Por eso, muchos de los conceptos de la geometria
nos son, hasta cierto punto, evidentes. Tenemos un cerebro aptoy estruc-
turado para producir conocimiento de indole geométrica y, por lo tanto,
para el pensamiento de indole matematica.

Algunas de las demostraciones que se exponen en este volumen re-
quieren comprender ciertos conceptos geométricos simples, restringidos
ala perspectiva cultivada por Euclides en los Elementos, que caracteriza a
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la asi denominada geometria euclidiana. Estos son los siete conceptos geo-
métricos que seran utilizados a lo largo de mi exposici6n:

- punto,

. linea,

. linearecta,
- plano,

- angulo,

- poligono,

- poliedro.
En lo que sigue los describo brevemente.

PuNnTO: Elemento constitutivo méas pequefio del espacio geométrico, es
decir, un lugar en el que no se puede distinguir otro lugar que no sea
él mismo.

LINEA: Objeto geométrico formado por una sucesién continua de puntos.

LINEA RECTA: Objeto geométrico formado por una sucesidon continua de
puntos extendidos en una sola direccion.

PLANO: Coleccion de puntos que se caracteriza por la propiedad de que al
tomar cualesquiera dos puntos que le pertenecen y unirlos mediante
unalinearecta, ésta no contendra ningn punto fuera de la coleccién.

ANGULO: Forma geométrica constituida por dos lineas que divergen de
un punto comn, al que se denomina vértice. El tamafio de un an-
gulo se mide usualmente en radianes. Un radian es la cantidad que
tiene que abrirse un angulo de manera que la longitud de la seccion
dela circunferencia del circulo que captura sea igual a la longitud del
radio de éste. También se pueden cuantificar angulos mediante gra-
dos, teniendo un circulo completo 360 grados. Para indicar que se esta
hablando de grados se le agrega un pequefio circulo a la cantidad. Asi,
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360° indica que se estd hablando del angulo que cubre toda la circun-
ferencia del circulo, mientras que 90° indica que el angulo cubre un
cuarto de tal circunferencia (esto se denomina dangulo recto).

PoLiGoNoO: Figura geométrica plana formada por una linea discontinua
constituida por segmentos de linea recta conectados, denominada li-
nea poligonal, que forma una cadena poligonal cerrada. Cada segmen-
to constitutivo de esta es denominado lado del poligono. En el caso en
que todos loslados tienen la misma longitud y ademasla linea poligo-
nal es equiangular (esto es, todos los angulos de vértice son iguales),
se dice que el poligono correspondiente es regular (el cuadrado es el
ejemplo mas conocido dela clase de los poligonos regulares; cada uno
de sus angulos mide 90°).

POLIEDRO: Forma geométrica tridimensional que tiene caras planas poli-
gonales que se encuentran en segmentos de linea, denominados bor-
des. Se dice que un poliedro es regular si todas su caras consisten en
poligonos regulares.

Los objetos geométricos que vienen de ser listados son en verdad muy
simples, aunque esto no minimiza su importancia matematica. Ademas,
debido a que en este volumen se toma como valido el marco conceptual
desarrollado por Euclides en los Elementos, sera de particular importan-
cia que se sostenga el postulado de las paralelas, también llamado quinto
postulado de Euclides, el cual se ilustra en la figura 2 (por un punto exterior a
una recta dada sélo cabe trazar una paralela).

Mas tarde regresaré al postulado de las paralelas, de suma importan-
cia en el ambito de las matematicas.

Hasta aqui con los preliminares. Una vez preparado el andamiaje del
edificio conceptual que concierne a este volumen, ha llegado el momento
de iniciar su construccidn, para lo cual abordo en el siguiente capitulo el
primero de los teoremas que seran revisados.
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A /

Figura 2. Postulado de las paralelas
La figura muestra de manera grafica el postulado de las paralelas, también conocido como
quinto postulado de Euclides. Este afirma que dada una linea recta, en este caso denotada
como E, y un punto exterior a ella, denotado aqui como v, sélo se puede trazar por €l una
sola recta que le es paralela, a la que se le denota en esta figura como CE.

92



Teorema 1. La suma de los primeros
n numeros enteros naturales es
igual a la mitad del producto de n
porn +1

Decidi comenzar la lista de teoremas que demostraré a lo largo de este li-
bro con una declaraciéon matematica sencilla y que al mismo tiempo me
permitiera incluir algunos comentarios que juzgo pertinentes con respec-
to alainteraccion que se da entre el conocimiento matematico y la cultu-
ra. Estos comentarios comprenden los siguientes temas:

- El mito en torno a las matematicas y el asi denominado sentido de los
niuimeros.

- Elpeso de la tradicion en la manera de escribir lo matematico.

- Lapopularidad inesperada de las anécdotas que involucran a las mate-
maticas en la cultura de masas.

La declaracion matematica que elegi es muy conocida por los mate-
maticos y tiene cierta popularidad entre quienes gustan de ellas. Es un
resultado clasico, y hasta hace no muchos afos se solia utilizar, desafor-
tunadamente, en numerosos cursos de matematicas elementales de los
niveles escolares basico y medio. ;Por qué desafortunadamente? Porque
en general su uso en el aula educativa no se proponia desarrollar la ha-
bilidad de los alumnos en aspectos de razonamiento matematico. Nada
mas lejano de la intencién de los maestros. Basicamente se utilizaba pa-
ra ocupar durante un muy laaaaaargo tiempo a los alumnos, mientras el
maestro se dedicaba a descansar de su “ardualabor” de ensefianza. Dicho
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esto con un ligero sarcasmo, que espero me perdone el lector. Sin duda
tal forma de ocupar a los alumnos con ejercicios tediosos ha sido una de
las pésimas practicas de la ensefianza de las matematicas, que a lo largo
de los siglos han contribuido a atemorizar a muchos alumnos y a alejar-
los asi del placer de disfrutarlas. Ademas, muchas veces bastaba con que
el alumno cometiera un error en el calculo solicitado para que se le ca-
lificara como poco apto para el razonamiento matematico y le daba asi
al maestro la posibilidad de ejercitar su supuesta superioridad intelec-
tual humillandolo en publico. Desgraciadamente, siguen existiendo hoy
en dia maestros de matematicas que sufren su labor de ensefianza, mas
que gozarla. Maestros sin vocacion para los cuales los procesos mentales
de sus alumnos siguen siendo un gran misterio. En consecuencia, siguen
torturandolos con horasy horas de calculos aritméticos inftiles. Esta es
precisamente la clase de actividades que dejan en los alumnos la idea
erronea de que las matematicas son algo que no sirve para nada ttil y
que tiene que ver con la mecanizacién de operaciones aritméticas irrele-
vantes. Afortunadamente, es de esperarse que los avances de las ciencias
cognitivas, asi como las mejoras en las metodologias de ensefianza de
las matematicas, fortaleciendo su orientacién lddica, permitan encau-
zar de manera virtuosa los procesos educativos en beneficio no sélo de
los alumnos, sino también de los maestros y de las matematicas mismas,
evitando asi los traumas que siguen presentes en el sistema educativo
cuando de ensefiarlas se trata.

Cabe mencionar que, asociada con el computo repetitivo de operacio-
nes aritméticas como parte del proceso educativo basico, se ha llegado a
instalar una concepcidn social equivocada que confunde la habilidad de
realizar operaciones aritméticas con la capacidad de abordar el fenéme-
no matematico. Este error es frecuentey se mantiene incluso en la mente
de un porcentaje importante de adultos, incluso en aquellos con forma-
cién universitaria, que confunden la posesién del denominado sentido de
los niimeros con la posesion de habilidades avanzadas de cognicidén mate-
matica. Aunque importante, el sentido de los nimeros no es sinénimo de
razonamiento matematico. En el recuadro 16 profundiz6 con respecto a
este asunto.
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K Recuadro 16. Las matematicas y el sentido de los nimeros \

Investigaciones cientificas centradas en estudiar el proceso de desa-
rrollo de las habilidades matematicas en la infancia han concluido
que éstas se basan inicialmente en lo que se denomina el sentido de
los niimeros; a saber: la representacion analégica de los nimeros, que
permite basicamente abordar la comparaciéon de cantidades. Esta
representacién cognitiva comprende dos sistemas basicos: por un
lado, el sistema numeérico aproximado, asociado a la percepcion y
el procesamiento aproximado de grandes cantidades; por el otro, el
sistema digital preciso, el cual permite la recoleccidn rapiday el pro-
cesamiento preciso de pequefias cantidades. También se ha deter-
minado que las habilidades numeéricas en los nifios mejoran con la
edad, debido ala maduracién cognitivay ala ayuda dela instruccion
escolar, hasta volverse eficientes en la edad adulta. En términos de la
cognicidn matematica, ademas de la participacion del sentido de los
nameros, su desarrollo depende del grado de maduracion de habili-
dades transversales, tales como la atencidn, la memoria de trabajo,
el manejo del lenguaje, asi como las representaciones espaciales. En
virtud de que el sentido de los nimeros tiene mucho de innato, se
considera que en principio todas las personas son capaces de desa-
rrollar habilidades matematicas complejas. Sin embargo, es preciso
no confundir el poseer un sentido de los nimeros muy desarrolla-
do con la posesion de dichas habilidades. Puede darse incluso la si-
tuacion de poseerlas sin contar con un sentido fuerte de los niimeros. Lo
contrario también puede presentarse. Prueba de ello es la existencia
de personas afectadas por lo que se denomina el sindrome del sabio
(estudiado en el contexto de la comprensién del autismo), que pue-
den llegar a realizar con precision y gran rapidez calculos numéricos
sin necesariamente poseer la capacidad de razonamiento hipotético-
deductivo requerida parala demostracion de declaraciones matema-
ticas. Existen evidencias empiricas de que el sentido de los nimeros
esta presente en algunas especies de animales no humanos, con va-
riaciones dependiendo de las especies. Los perros, por ejemplo, pue-
kden realizar sumas simples. )
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Regreso ahora a la declaracion matematica inicial, esperando no in-
ducir (ni reactivar) con ello ningln trauma en el lector.

La declaracidén matematica que concierne a este capitulo afirma que
la suma de todos los primeros n nimeros pertenecientes a N, esto es,
{1,2,3,...,n}, esta dada por la féormula siguiente:

nxn+1)

14243+ +m—-1)+n= 5

Note que la formula precedente, de ser cierta (que es justamente lo
que se quiere demostrar), permite reducir el nimero de computos para
llegar al resultado que se busca. En efecto, la operaciéon que se encuen-
tra en el lado izquierdo de la igualdad requiere realizar (n — 1) sumas
parciales, mientras que la operacion del lado derecho de la igualdad re-
quiere Gnicamente 3 operaciones aritméticas, cualquiera que sea el valor
den (esto es, sumarle 1 a n, multiplicar el resultado de tal suma pornylo
que resulta dividirlo a la mitad). Hacer mas facil de realizar el computo
es, pues, el objetivo obvio de la declaracion.

Abriendo un paréntesis me permito puntualizar que en este caso la
declaracion matematica tiene una finalidad claramente utilitaria, lo cual
no siempre es lo que se busca en matematicas. De hecho, una cantidad
importante de matematicos que desean ser tratados como una suerte de
aristocratas —es decir, los integrantes de mas alto orden de la sociedad a
la que pertenecen— manifiestan sin ambigiiedad estar felices de que los
resultados de sulabor cientifica no sean aplicables para resolver ninguna
necesidad social concreta. Esto es mas comin de lo que suele pensarse,
aunque tales matematicos se cuidan de que su posicién sea del dominio
plblico, puesto que es algo complicado decir que se esta feliz de hacer al-
go socialmente iniitil y al mismo tiempo exigir a la sociedad recursos para
sostener tal esfuerzo. Lo cierto es que, en el mejor de los casos, los mate-
maticos que sostienen tal posicion de manera sincera muestran una in-
genuidad que sorprende. Esto porque la supuesta inutilidad social de su
trabajo profesional coadyuva al sostenimiento de estructuras sociales
que, a fin de cuentas, promueven privilegios de clase, ya que su actitud
dificulta la promocidn de los intereses gremiales de la comunidad de ma-
tematicos. En el peor de los casos, el matematico profesional orgulloso
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de la supuesta inutilidad de su quehacer es consciente plenamente de su
papel como aliado de los sectores sociales dominantes, con los cuales se
identifica al servirse de su maestria en el manejo de cierta clase de cono-
cimiento para consolidar la hegemonia del sistema de dominacién.

En defensa de la pureza matematica, se manifiesta de manera cruda
la ideologia defendida por Platén en su famoso dialogo la Repriiblica, que
sostuvo el derecho de los mas aptos para detentar el poder politico. De
acuerdo con esa posicidn, la idoneidad para disfrutar de los privilegios
del poder se mediria por la habilidad individual para embarcarse en pro-
yectos puramente intelectuales, esto es, sin utilidad social concreta. Este
fenémeno sociocultural no es exclusivo del ambito de las matematicas,
ya que se presenta en general en practicamente todos los ambitos de la
ciencia, incluso en las ciencias sociales. En el caso de las matematicas
esto ha llevado a dividir el conocimiento matematico entre conocimiento
puroy conocimiento aplicado, lo cual suele asumir que lo puro, es decir, lo
no contaminado por la necesidad practica, es mejor por ello.

En términos institucionales y sociologicos, es comiin que los cientificos dedica-
dos a desarrvollar aplicaciones de la ciencia matematica sean considerados como
de sequnda clase con vespecto a quienes se dedican a alguna rama de las mate-
maticas reconocidas como puras.

Este es sin duda un logro social notable de los matematicos puros. Esto
se traduce en gran medida en la monopolizacién de un porcentaje muy
importante de los recursos sociales invertidos en la ciencia matemati-
ca, en detrimento de la ciencia matematica misma. Cierro aqui este pa-
réntesis y contin@io con la preparacion previa a la presentacion de la
demostracién que concierne a este capitulo.

Ilustro ahora el uso de la declaracién que atafie al presente capitulo
con un ejemplo muy simple, que aborda el computo de la suma de un con-
junto muy pequefio de nimeros naturales.

EJEMPLO 4. Considere la suma de los primeros 10 niimeros enteros naturales,
esto es, los elementos del conjunto dado por{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; queremos,
pues, realizar la suma siguiente:

1+2+3+4+54+6+7+8+9+10.
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Esta suma no es dificil de ser llevada a cabo. En efecto, expresada en términos de
sumas parciales:

1+2=3,

1+2+3=3+3=6,
1+2+3+4=6+4=10,
1+42+3+4+5=10+5=15,
1+2+3+4+54+6=15+6=21,
1+24+3+4+54+6+7=21+7=28,
1+2+3+4+54+6+7+8=28+8 =36,
1+2+3+4+54+6+7+84+9=36+9 =45,
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=45+10 = 55.

Elvalor de la suma es entonces igual al niimero entero 55. Utilizando ahora el
teorema, el cual atin no ha sido demostrado, se llega al siguiente resultado:
nx(m+1) 10x(10+1) 10x(11) 110
2 - 2 =T "3 72

Observe entonces que las dos cantidades obtenidas coinciden. Esto es precisamen-
te lo que afirma la declavacion matemadtica que se trata en este capitulo. Como
puede verse la suma requirio en este caso realizar un total de 9 computos arit-
meéticos simples, correspondientes cada uno de ellos @ una suma. Hice la prueba
sumando a mano, y anotando cada vesultado parcial y me tardé un poco menos
de 30 segundos en obtener el vesultado. Al pavecer me llevaria alvededor de 50 mi-
nutos computar la suma de los primeros 1000 nitmeros naturales. Sequramente
me tardaria mas. Visto esto uno comprende facilmente la malévola tentacion de
algunos maestros de ocupar a sus alumnos en esta tarvea.*? La formula provista
por la declavacion matematica solo necesita de un total de 3 operaciones aritme-
ticas: una suma, una multiplicacion y una division. Tal y como se ha afirmado
precedentemente. [ ]

12 Tuve alguna vez un profesor en la universidad que llegd a dejarnos, en una clase de dlgebra lineal,
un cémputo matricial tedioso mientras él dormitaba oculto tras un diario que supuestamente
leia, al parecer para bajarse la cruda después de una borrachera.
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Tomando en cuenta lo que se presenta en el ejemplo anterior, pode-
mos estar seguros de que la declaracion matematica que se estudia en
este capitulo es valida cuando n = 10. ;Qué pasa paran = 11,12,13,...,?

Introduzco ahora un poco de notacién especializada para expresar de
manera compacta la declaracién. En el recuadro 17 incluyo algunos co-
mentarios sobre las tradiciones seguidas en Occidente con respecto a las
notacionesy la tipografia utilizadas en textos matematicos. Un tema por
demaés interesante.

Utilizando entonces la notacién usual para la suma de una coleccidn
de ntmeros listados, los cuales se representan en términos simbdlicos
por medio de una letra indexada (tanto para distinguir cada nimero co-
mo para localizarlo en la coleccidn). En este caso, el simbolo seleccionado
corresponde a la letra mintscula x, indexada para significar su pertenen-
cia ala sucesion especifica de nimeros, esto es {x;, X,, X3, ..., X,, }. La suma
esta entonces dada por

n
Y x,

=1

~.

En el ejemplo precedente hasidox; =1,x, =2,x3 =3,x4 =4,x5 =5,
Xo = 6,x;, =7,xg3 = 8,x9g =9,yx19 = 10. Se puede entonces enunciar
simbolicamente la declaracion del teorema como sigue:

il nx(n+1)

i=1

Esta declaracién matematica ha sido motivo de debate alolargoyade
un par de siglos, ante todo por la anécdota que la asocia con la infancia
del gran matematicoy fisico prusiano Johann Carl Friedrich Gauss, quien
fue detectado tempranamente por su entorno familiar y social como un
nifio prodigio. De acuerdo con la anécdota, que tiene mucho de leyen-
da, Carl Friedrich Gauss utiliz6 la férmula, a la cual habria llegado me-
diante la reflexion, para responder al ejercicio de sumar los primeros 100
nameros enteros naturales, que le asign6 su maestro J. G. Biittner en la
escuela elemental Santa Catarina en Brunswick, en lo que hoy es Ale-
mania. De acuerdo con diferentes fuentes Carl Friedrich Gauss tendria
entre 7 y 10 afios de edad al ocurrir dicho acontecimiento. El geblogo
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f Recuadro 17. Tradiciones, notaciones y tipografia \

Los matematicos se sirven con particular placer de simbolos para
representar objetos matematicos. Esto sin duda es practico, ya que
permite intercambiar conocimiento entre expertos, tal y como suce-
de en la musica con la utilizacién de las partituras. La eleccion de
los simbolos obedece a reglas bien establecidas que han ido toman-
do forma alolargo del tiempo, lo cual ha consolidado convencionesy
tradiciones. Algunos de los simbolos matematicos mas comunes tie-
nen su origen en la Europa del siglo xv1 (el siglo en el que se acelerd
el expansionismo europeo). Es el caso, por ejemplo, del simbolo que
se usa en el entorno matematico para representar la igualdad entre
dos cantidades numéricas, esto es, el simbolo =, que fue publicado
por primeravez en 1557 en el libro The Whetstone of Witte (en espafiol:
La piedra de afilar del ingenio), del médico y matematico galés Robert
Recorde. Es importante resaltar que la hegemonia cultural occiden-
tal ha tendido a universalizar notaciones. Ademas, al igual que en
toda actividad cientifica, el desarrollo de las matematicas ha estado
indisociablemente ligada a la evolucidn tecnolégica. En el ambito de
las matematicas esto se manifiesta, en lo que respecta a la notacion,
por elhecho de que en tiempos previos a la utilizacién de tecnologias
electronicasla impresion de textos matematicos exigia un trabajo in-
menso por parte de los impresores. Cada simbolo utilizado exigia la
manufactura especifica de un tipo (caracter) en aleacién de plomo.
Por ello existe una relacion muy estrecha entre la evolucion de las
tecnologias tipograficas y la evolucion de la notacidon matematica, y
con ello de la ciencia matematica misma. Hoy en dia las matema-
ticas disfrutan de sistemas informaticos de edicion sencillos de uti-
lizar, tanto parala composiciéon como paralaimpresion, aunque esto
puede ocasionar laindeseable uniformizacién del estilo de los textos,
lo cual acarrea el aburrimiento por parte de loslectores al confrontar-
se con su lectura. Afortunadamente, muchos matematicos disfrutan
la diversidad de estilos tipograficos disponibles hoy en dia, evitando
kconscientemente la uniformizacion estilistica de los textos. Y.
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aleman Wolfgang Sartorius von Waltershausen, primer biografo de Carl
Friedrich Gauss, en su texto escrito en aleman Gauss zum Geddchtnis (en
espafiol: En remembranza de Gauss), publicado en 1856, refiere esta anéc-
dota. Habria sido el mismo Carl Friedrich Gauss, en un momento de va-
nidad, quien se la habria contado un poco antes de morir.13

Antes de mostrar el procedimiento que habria seguido Carl Friedrich
Gauss en su infancia, en lo que sigue presento una demostracién que se
sirve del método de induccion. El lector recordara lo que expuse a este
respecto en el capitulo dedicado a los “Preliminares”.

DEMOSTRACION
Caso base: La igualdad:
ii _nx(n+1)
i=1 2
es cierta paran = 1. En efecto, aplicando la expresién preceden-
te se tiene que la suma del lado izquierdo de la igualdad que se

quiere demostrar da lugar a

1
Zi:L

i=1

Al aplicar ahora la formula correspondiente al lado derecho de la
igualdad se tiene:

1x(1+1) 1x2 2

2 =5 =5-1

Como puede verse, ambos calculos coinciden; es decir, la igual-
dad que se quiere demostrar es valida paran = 1.

Caso inductivo: Se supone ahora que para un cierto nimerodadon = k
del conjunto delosnimeros enteros ordenados, estoes{1,2, ..., k},
es cierto que

il k x (k + 1)

i=1

13 Wolfgang Sartorius von Waltershausen representé a la Universidad de Gotinga durante el funeral
de Carl Friedrich Gauss en 1855.
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Seincrementa ahora k en una unidad y se procede entonces a de-
mostrar que la satisfaccién de la Gltima igualdad implica el cum-
plimiento de la igualdad siguiente:

k

+

Pook+ D) x (k+2)
1 5 .

I
—

En efecto, tomando en cuenta lo que se ha supuesto:

k+1 k
Yoi=) i+ (k+1)
i=1 i=1
kx(k+1
:M+(k+1)
2
_kx(k+1)+(k+1)
- 2 1
Asi
’ili_kx(k+1)+2x(k+1)
i=1 2
R +k+2xk+2
- 2
_k2+3><k+2
=—
Dado que

K2 +3xk+2=(k+1)x (k+2),

entonces se concluye que

4

kil (k+1) (k+2)
; X

que resulto6 de la suposicion de que la igualdad que se quiere de-
mostrar para todo entero n es valida para el entero arbitrario k.
Esto finaliza la demostracion. O

Elpequefio cuadrado vacio que se encuentra ala derecha significa que
la demostracién ha terminado y que se hallegado al resultado formulado
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-

Ksimbolo m. Y,

Recuadro 18. Representando el término de una demostracion \

Hasta hace no mucho tiempo se utilizaba en los textos matematicos
una frase para significar la conclusién de una demostracién mate-
matica. Euclides utiliz6 en los Elementos la frase escrita en griego an-
tiguo 6mep et Selfat (en alfabeto latino: hoper édei deixai), que se
solia traducir al latin como quod evat demonstrandum y se abreviaba
en los textos matematicos por medio del acréonimo escrito en negri-
tas QED. Algunos matematicos tradicionalistas lo siguen haciendo.
Hoy en dia se utiliza mas frecuentemente un simbolo para indicar el
punto final de la demostracion. Esto porque el avance en las tecnolo-
gias tipograficas permite servirse sin gran problema de simbolos di-
versosy también por la influencia de la cultura de lo visual en todos
los ambitos de la ciencia. En lo que respecta a este libro, he elegido el
cuadrado pequefio O colocado en el extremo de la derecha de la linea
quessigue al punto final dela demostracion. Para significar el término
de un ejemplo sigo la misma regla, aunque en tal caso utilizando el

en la declaracién original. El lector puede dirigirse al recuadro 18 para
mayores detalles a este respecto.

;Por qué sellegb a conclusién con la que termina la demostracion pre-

cedente? Por lo siguiente:

PARA n = 1: es cierto que Z}:l i=nxm+1)/2=1;

PARA 11 = 2: es cierto que Zi:rll i=(k+1)x(k+2)/2 =3, tomando
k=1estoesn=k+1;

PARA 1 = 3: es cierto que Zi:rll i=(k+1)x(k+2)/2 =6,tomando
k=2 estoesn=k+1,
y asi subsecuentemente.

La demostracidon precedente corresponde, como lo afirmé antes de

presentarla, a una demostracién por induccién, que asegura el cumpli-
miento de la declaracién matematica que concierne a este capitulo para
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n siendo cualquier entero. En cuanto a la anécdota que involucra a Carl
Friedrich Gauss, él no se sirvié de este método (segin lo afirmado por
Wolfgang Sartorius von Waltershausen). El habria seguido el procedimien-
to siguiente:

ARGUMENTO ACREDITADO A CARL FRIEDRICH GAUSS

Note que la formula:

i=14+243+--+m-2)+n-1)+n

n
i—1

da el mismo resultado que la formula siguiente:

i=n+m-1+m-2)+-+3+2+1,

ot

]
-

Esto debido a que sélo se ha cambiado el orden con el que se realizan las

sumas parciales, y como bien se sabe el cambio en el orden con el que se

adicionan dos sumandos no cambia el resultado. Este conocimiento seria

de hecho parte de lo innato en nuestro sentido de los nimeros.
Sumando ahora término a término ambas expresiones:

+ -+ n-2) + n-1) + =n

[
'|~Ih
Jut
+
N
+
W

Il
-

.M:
v|~IA.
=

1l
-

+ n-1) + n-2) + - + 3 + 2 + 1,
se obtiene la expresion siguiente:

n
2Y i=+D+m+D+m+D+ -+ @+ D+ n+D)+n+1).
i=1 n términos idénticos

Esto es:

n
2Zi:nx(n+1).
i=1
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Se puede ahora modificar esta expresion dividiendo por 2 ambos térmi-
nos alaizquierday ala derecha de la igualdad. Esto da como resultado la
igualdad siguiente:

- A~ 7

il nx(n+1)
i=1

tal y como lo afirma la declaracion. Este fue el procedimiento que segiin
Wolfgang Sartorius von Waltershausen habria seguido Carl Friedrich
Gauss en su infancia.

El procedimiento supuestamente seguido por Carl Friedrich Gauss no
es estrictamente hablando una demostracién matematica formal. ;Por
qué? Debido a que en términos 16gicos se tendria que verificar el procedi-
miento de Carl Friedrich Gauss para todos los nimeros enteros. Se sabe
que el procedimiento es valido para n = 10, como se ha probado ya con el
ejemplo 4. El mismisimo Carl Friedrich Gaussvalido el procedimiento, de
acuerdo con la anécdota citada, paran = 100. ;Qué pasa paran = 123212,
o bien para n = 1243525? En cada caso habria que verificar la validez
del procedimiento, y este seria el caso para todos los valores considera-
dos que puede tomar n, lo cual es a todas luces imposible de verificar,
puesto que existen un nimero infinito de nimeros enteros. Seguramente
el lector podria argumentar que la validez del método de Carl Friedrich
Gauss es evidente para todos los nimeros enteros. Sin embargo, lo que es
evidente para una persona no necesariamente lo es para otra y aun lo evi-
dente requiere ser demostrado. Por ello, el procedimiento de Carl Friedrich
Gauss no es una demostracion de la declaracion matematica que atafie a
este capitulo. El método de induccién seguido en la demostracion provee
una validacién formal y por ello cancela todo debate.

EXTENDIENDO LA DECLARACION

Como una extension de lo que viene de ser presentado, considere la lista
ordenada de los nimeros enteros impares; esto es:

1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,31, ....

Considere ahora la suma de los n primeros nlimeros enteros, bajo la
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condicién de que nseaimpary mayor que 1; por ejemplo, paran = 3,5,7,9,
se tiene: 5
n=3 .i=9

n=5 Y.,i=25
7.
n=7, Y.i=49,

n=9, ¥ i=8L

Observe que la suma de los primeros # niimeros enteros impares, con #
impar y mayor que 1, es exactamente igual al cuadrado de i, esto es n x n.
Aqui se impone la pregunta siguiente: jeste resultado se puede concluir como
una consecuencia del teorema que viene de ser demostrado?

Dejaré la respuesta al lector para incitarlo a ejercitar su pensamien-
to matematico, y aprovechando puede abordar lo que resulta cuando se
suman los n primeros niimeros impares, bajo la condicidon de que n sea
ahora mayor que 1y ademas sea un nimero par.

Finalizo este capitulo complementando mi exposicidn en lo que sigue
con una breve exploracién de lo que ha acontecido recientemente con res-
pecto alo que vengo de presentar en el ambito de la cultura de masas.

JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS Y LA CULTURA DE MASAS

En 2005 el escritor aleman Daniel Kehlmann publicé su novela Die Ver-
messung der Welt, traducida al espafiol como La medicion del mundo, cen-
trada en las vidas de Johann Carl Friedrich Gaussy del legendario sabio
prusiano Alexander von Humboldt. Dicha novela, segin el diario esta-
dounidense The New York Times, habria sido la segunda mejor vendida en
el mundo en el afio 2006 y hacia el afio 2012 se habrian vendido tan s6lo
en Alemania alrededor de 2.3 millones de ejemplares. Una cantidad sor-
prendente. La novela fuellevada al cine en el afio 2012 en una produccion
alemana/austriaca que lleva el mismo titulo que la novela en aleman por
el cineasta Detlev Buck. En dicha pelicula se ilustra la famosa anécdota,
que sirve de punto de partida para mostrar la precocidad del Principe de
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las matematicas. Es un tanto intrigante el porqué del interés de la cinema-
tografia en torno a los matematicos. En el recuadro 19 exploro brevemen-
te el tema.

Para terminar con este capituloy de acuerdo con lo narrado por Wolf-
gang Sartorius von Waltershausen, Carl Friedrich Gauss aplic6 el método
que se acaba de demostrar para obtener la suma de los primeros 100 nti-
meros naturales. Esto es:

00 100x101 10100
Zz = = = 5050,
i=1 2 2

yle habria entregado este resultado escrito al maestro en la pizarra de ro-
ca que usaba para hacer calculos durante la clase. Para hacerlo requirio
realizar s6lo tres computos basicos (la division en este caso es extrema-
damente facil de realizar, gracias a la notacion posicional), mientras que
sus compafieros en el aula y quizas también su maestro (si es que todo
sucedidé como el vanidoso Carl Friedrich Gauss se lo narrd en su vejez a
Wolfgang Sartorius von Waltershausen), tuvieron que realizar 99 sumas
parciales, sin equivocarse, para llegar al resultado correcto.

Cabe indicar que una de las razones principales para buscar férmu-
las que computan de manera compacta grandes cantidades de operacio-
nes aritméticas radica precisamente en la minimizacién de la probabi-
lidad de cometer errores. Esta no es despreciable cuando se realizan a
mano secuencias largas de operaciones aritméticas. El problema persis-
te al utilizar computadoras electronicas digitales (omnipresentes hoy en
dia entodoslos aspectos de nuestravida), las cuales ejecutan operaciones
aritméticas que dan lugar a resultados con error cuantificable. Este fue
un tema de reflexién que ocup6 la mente de Carl Friedrich Gauss a todo
lo largo de su vida y que lo llev), independiente del matematico francés
Adrien-Marie Legendre, a inventar el famoso método de los minimos cua-
drados. Este permite comparar datos experimentales con datos generados
por modelos matematicos, para establecer qué tan bien éstos describen
al fendmeno estudiado experimentalmente.

Dejo este capitulo —que espero que el lector haya disfrutado— para pa-
sar a un nuevo teorema, en el que abordaré una de las propiedades fun-
damentales de los nimeros racionales.
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K Recuadro 19. Cinematografia y matematicas \

Las matematicas han sido un tema recurrente de interés para la ci-
nematografia, lo cual en estos dias ha dado lugar a la emergencia
de sitios en internet dedicados al tema (existe una pagina al res-
pecto en la Wikipedia). Esto es particularmente cierto en los Estados
Unidos. En el sitio web Maths Masters: Burkard Polster & Marty Ross
(https://www.qgedcat.com/) esta incluido un enlace a unabase de da-
tos (https://www.qedcat.com/moviemath/index.html), en la que se
recopila un listado de 800 peliculas que hacen intervenir de una u
otra manera a las matematicas. En el ambito académico, el Depar-
tamento de Matematicas de la Universidad de Harvard mantiene
un servicio en internet en el que se muestra mediante videos cor-
tosuna coleccion de fragmentos de peliculas, no todas estadouniden-
ses, en las que las matematicas desempefian un papel importante
(https://people.math.harvard.edu/~knill/mathmovies/). En ambos
casos las recopilaciones se orientan a proveer herramientas audio-
visuales que pueden ser utilizadas en procesos de ensefianza de las
matematicas. Al menos eso es lo que argumentan sus creadores. El
sitio de Harvard, que también incluye algunos fragmentos de series
de television, mantenido desde el afio 2006 por el matematico suizo
Oliver Knill, quien labora en dicha universidad como preceptor, es
particularmente (til. De acuerdo con la Base de Datos Cinematogra-
fica en Internet (IMDb: Internet Movie Database), la pelicula de fic-
cidon mas popular relacionada con las matematicas es hasta la fecha
Good Will Hunting, dirigida en 1997 por el cineasta estadouniden-
se Gus van Sant y protagonizada por los también estadounidenses
Robin Williams (magnifico) y Matt Damon, quien elabor6 el guion
junto con Ben Affleck, quien también actfia en la pelicula. En dicha
pelicula las matematicas son utilizadas como un telén de fondo pa-
ra resaltar la excepcionalidad del personaje principal, quien escapa
de la pobreza gracias a su talento excepcional (en este caso de indole
matematica) y ala ayuda de un mentor también excepcional, uno de
Klos grandes temas del cine estadounidense. )
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Teorema 2. Todo numero racional
se puede expresar como una
fraccion irreducible

Tal y como lo expuse previamente en el capitulo dedicado a los “Concep-
tos preliminares”, el conjunto de los nimeros racionales, del que se dijo
que es representado usualmente mediante la letra Q (esto es la letra Q
impresa mediante la tipografia correspondiente a las negritas de pizarra),
esta constituido por todos aquellos nimeros que se pueden expresar co-
mo el cociente de dos niimeros enteros, siendo el denominador siempre
diferente de cero, esto es, como fracciones. Sdlo para fijar las ideas, % y2
son nlimeros racionales. En efecto, % esta formado por la razén —es de-
cir, el cociente— que forman 1y 3, con el primer nimero entero actuando
como numerador y el segundo niimero entero actuando como denomina-
dor. En cuanto al niimero entero 2, también es un nimero racional, ya
que se puede representar en términos fraccionales como 2 = % Todo es-
to se resume simplemente escribiendo % € Qy2 e Q (obien %,2 € Q).
Seguramente mas de un lector se sentird incomodo al rememorar sus
dias en la escuela secundariay recordar el sufrimiento que le signific6 en
su momento el aprendizaje de la aritmética de las fracciones, esto es, los
malditos quebrados. Le recomiendo al lector respirar profundamente y
después observar con detenimiento las siguientes operaciones aritméti-
cas que involucran nameros racionales:

1 3 1 3 1 13 153211
375 875 \3)\17) T ity

En palabras, las operaciones aritméticas precedentes corresponden a

|U)|\1|N

10

- un tercio mas tres quintos,
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- un octavo menos tres quintos,

- un cuarto por trece diecisieteavos,

- un entero mas cinco medios,

. tres cuartos mas dos enteros un octavo mas un tercio,

- dos séptimos entre tres décimos.

Posiblemente le lleguen al lector algunos recuerdos nostalgicos almace-
nados en la memoria, aunque lo mas seguro es que le vengan a la mente
recuerdos algo desagradables. ;Me equivoco? Posiblemente algunos lec-
tores hayan tenido el reflejo de computar mentalmente el resultado de
cada operacion. No es facil desprenderse de los habitos, sean éstos malos
o buenos.

Regresando a nuestro punto de partida, este capitulo esta dedicado a
una propiedad fundamental de las fracciones que caracteriza su repre-
sentacion mds compacta; esto es, cuando se representan como fracciones
irreducibles.

Antes de abordar la demostracién, me parece que es oportuno recor-
darlasreglas aritméticas que se utilizan para sumar, restar, multiplicary
dividir dos nimeros racionales dados. Para ello, considere entonces dos
nameros racionales representados simbolicamente mediante las letras
mintisculas x y y, expresados mediante fracciones, esto es:

a
x:E
y
_C
V—g/

dondea, b, c y d son nimeros enteros (esto es, a,b,c,d € Z), con by d dis-
tintos de cero. Entonces, las operaciones aritméticas basicas entre estos
nameros estan dadas como sigue:

SUMA DE FRACCIONES:

axd+cxb

Y ST I T oxd
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RESTA DE FRACCIONES:

a ¢ axd—cxb
X — = - — - =
Y=974 bxd
MULTIPLICACION DE FRACCIONES:
a C axc
X X = =—X-==
Y=5%47 bxd
DIVISION DE FRACCIONES:
a
x b axd
y

Note que este caso también precisa que c sea diferente de cero, para
evitar que el numerador resultante —es decir, b x c— sea igual a cero.

Este hasido, pues, un breve repaso dela aritmética de las fracciones. Para
lo que sigue se requerira la definicion siguiente:

DEFINICION 13 (Maximo factor comn). Para dos niimeros entervos dados,
digamos n y m, su maximo factor comin, digamos q, es el niimero entero mas
grande que los divide de manera exacta. Esto es:

n=qxx

m=qxy,

donde x yy son niimeros enteros que sélo tienen al niimero entervo 1 como factor
comun.

Tomando en cuenta la definicién precedente se tiene la caracteriza-
cién de los nimeros racionales en términos de fracciones irreducibles
como sigue:

DEFINICION 14 (Fraccién irreducible). Para un niimero racional dado, diga-
mos p, se dice que su representacion como fraccion, digamos:

PZ%

111



DIEZ TEOREMAS PARA ESTIMULAR TU CREATIVIDAD » TEOREMA 2

donde n y m son niimeros enteros, con m distinto de cero, corvesponde a una frac-
cion irveducible si el maximo factor comiin den y de m es el niimero entevo 1.

Me parece conveniente incluir aqui un ejemplo para recordar lo que
significa que dos nimeros posean factores comunesy también para cla-
rificar el sentido de lo que es una fraccion irreducible:

EJEMPLO 5. Elntimero racional x = % —esto es, un medio en lenguaje llano (o
0.5 en notacion decimal)— es una fraccion irveducible, mientras que el niimero
Yy = 1% —es decir, ocho décimos— no lo es. Efectivamente, en lo que respecta al
niimero representado mediante la letra x, cuyo numerador es igual a 1 y cuyo
denominador es iqgual a 2:

1 @ x 1

X==-==—,
NP

es deciy, el numerador y el denominador solo tienen al niimero entero 1 como su

maximo factor comiin (lo cual denoto aqui rodeandolo con un civculo. Por otro

lado, el numerador del niimeroy se puede factorizar como sigue:

8=1x2x4

y su denominador como
10=1x2x5.

s Dx@x4 4
¥Y=15 T
0 Dx@xs 3
En este caso, el maximo factor comiin del nitmero entevo 8 y del niimero entero

10 esigual a 2, esto es, el producto de los factores comunes que comparten los nii-
meros 8 y 10. Debido a esto

Como puede verse:

no corvesponde a una vepresentacion de fraccion

’ 10
irveducible de y. Sin embargo, la fraccion ‘é si expresa como una fraccion Wreolu—
cible el niimero racional representado mediante la letva y. Para llegar de ‘é
se cancelaron los factores comunes de 8 y de 10. [ ]

El lector podra notar que en el ejemplo precedente el nimero racio-
naly = 35 sellevo a una representacién como fraccion irreducible en un
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namero finito de pasos, que consistieron en ir eliminando, esto es, can-
celando, los factores comunes en los numeradores y los denominadores
respectivos que fueron apareciendo durante el proceso de reduccion. En
este caso los nimeros enteros 1 y 2. Como se ver4, es este proceso de can-
celacion de los factores comunes el que subyace a la demostracion de la
declaraci6én matematica que concierne a este capitulo. Tal proceso impli-
ca un nimero finito de cancelaciones, y es esta finitud la que permite la
construccion de la demostracion elegida.
Enlo que respecta al conjunto de los nimeros enteros, esto es:

Z=A..,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...},

ellector notara que todosy cada uno de ellos corresponden a una fracciéon
irreducible. Por ejemplo, el nimero entero 4 se puede escribir como una
fraccidén irreducible mediante la fracciéon %.

Antes de proceder a la declaracién matematica que concierne a es-
te capitulo, introduciré algunos comentarios sobre la representacién de
conjuntos, ya que se requerird mas tarde.

Se suele representar un conjunto determinado listando los elementos
que lo constituyen; por ejemplo, el conjunto de los cinco primeros ntime-
ros naturales, los cuales coinciden con el conjunto de los 5 primeros nii-
meros enteros positivos, esto es, 1, 2, 3, 4y 5, puede representarse asi:

{1,2,3,4,5}.

Aunque también se puede representar de manera compacta especifican-
do la propiedad que poseen todos los elementos como parte del conjunto.
En el caso de los cinco primeros nmeros enteros positivos, se puede
utilizar la representacidn siguiente:

{xeN|1<x<5}.

Esto en lenguaje natural se puede expresar de manera llana como:

El conjunto de todos los niimeros que pertenecen a los niimeros natura-
les, esto es lo que significa el término x € N, tales que todos ellos son
mayores o iguales a 1 y menoves o iguales a 5. Esto es lo que significa la
notacion1 < x < 5.
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Notara el lector que también se puede representar el conjunto prece-
dente de manera ain mas compacta como:

{(xeZ,|x<5}.

La manera como se represente un conjunto depende del uso que se
le dé en una declaraciéon matematica. En general, en textos matematicos
se prefiere la utilizacion de la notacién mas compacta, sin demérito de la
claridad. Esto seguramente tuvo su origen en Occidente en la necesidad
de reducir tanto el consumo de papel como el esfuerzo de impresiéon en
los inicios de la aplicacién de la tipografia mévil a la manufactura de li-
bros de indole matematica, lo cual acontecid en Italia en la segunda mitad
del siglo xv.** Hoy en dia cada area de las matemaéticas elabora sus pro-
pias convenciones notacionales, y los matematicos profesionales suelen
manejarlas con suma facilidad. Esto de hecho es parte de su bagaje pro-
fesional. El problema de utilizar notaciones compactas radica en que los
textos matematicos adquieren desafortunadamente un aspecto un tanto
criptico, algo que no necesariamente le desagrada a muchos matemati-
cos atraidos por lo hermético.

Procedo ahora con la demostraciéon. Me permito recordar que se debe
demostrar que se puede llevar todo niimero racional a una representa-
cién como fraccidn irreducible.

DEMOSTRACION
Suponga que r representa un niimero racional. Sea ahora S el conjun-
to definido como sigue:

S:={q € Z, | r se expresa como p/q para algin nimero entero p} .

Dado que el nimero r es racional, sabemos que S es un conjunto no
vacio, esto es existe al menos un nimero g tal que r se puede escribir
como una fraccidn, teniéndolo como denominador.

14 En aquella época el papel se hacia basicamente de trapos de lino y su proceso de manufactura
distaba mucho de lo que hoy en dia se hace al procesar pulpa de madera para producir papel.
No habia tanto papel disponible y la mayoria del que se producia se utilizaba en asuntos eclesias-
ticos. La industria del papel requirié de la maquina de produccion continua debida al inventor
francés Louis Nicolas Robert, quien en respuesta a una comisién del Ministerio de Finanzas del
gobierno revolucionario la presenté el 9 de septiembre de 1798. Obtuvo la patente respectiva el
18 de enero de 1799, aungue nunca se beneficié realmente de su invencion.
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K Recuadro 20. E| buen ordenamiento \

Se dice que un conjunto esta bien ordenado si al elegir cualquier par-
te de él dicha parte incluye un elemento que es mas pequefio que
todos los otros elementos incluidos en ella, estando la nocion de ta-
maio bien definida. E1 conocido teorema del buen ordenamiento decla-
ra que los elementos de todo conjunto pueden ordenarse de manera
que constituya un conjunto bien ordenado. Obviamente, cada caso
requiere de un criterio especifico de ordenamiento, expresado en tér-
minos delanocién de tamafio de los elementos constitutivos. Parala
mayoria de los matematicos contemporaneos este enunciado mate-
matico constituye de hecho un axioma, ya que afirma que su validez
es evidente (esto es, se le da por evidentemente verdadero), aunque
kla tradicion sigue imponiendo su caracterizacién como teorema. )

Puesto que el conjunto S se puede escribir como un conjunto bien
ordenado (véase el recuadro 20), es completamente cierto que dicho
conjunto posee un elemento que es mas pequefio que todos los demas.
Enlo que sigue se denomina gg a dicho elemento. Dado que todos los
elementos de S, una vez bien ordenado, son positivos y aparecen de
menor a mayor, el nimero go se toma como el primero en la lista.

Como consecuencia de lo que viene de exponerse, una vez elegido
qdo para la representacién del nimero r como fraccidn, existe algin
entero correspondiente p, tal que

0
= b,

Jo
es decir, se puede representar al nimero racional » como una frac-
ci6n cuyo denominador es el elemento mas pequeiio del conjunto
bien ordenado S, esto es, g,, para el cual existe sin duda alguna un
numerador asociado, a saber: p,.

Se quiere demostrar entonces que el nimero racional p, /g, esuna
fraccidn irreducible. La declaracién matematica original se ha trans-
formado en esta nueva aseveracién y para demostrarla empezamos
por suponer que tal cosa no es cierta.
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Es decir, se analizan las consecuencias de que se dé por cierto que py/qo
no es una fraccion irveducible.

Recuérdese que g, se eligié como el mas pequefio elemento del
conjunto bien ordenado S.

Conforme a la suposicidon, existe un nimero entero k > 1 que divi-
de tanto a p, como a g,. Esto porque se esta asumiendo que p,/gy no
constituye una fraccién irreducible. En consecuencia, esto significa
que existen necesariamente los nlimeros enteros p; y g; tales que

po =kxp,

Go =k xq;.
Es decir, como py/qo no es una fraccién irreducible, entonces p, y g,
tienen factores comunes distintos de 1. Dado que k > 1 es positivoy
qo es también positivo, se tiene que
_ Yo
=5
es también positivo y estrictamente mas pequefio que 4.

Lo que viene de demostrarse lleva a concluir que el racional r se
puede escribir como la fraccién p,/q;, con un denominador g; mas
pequefio que g, lo cual es una contradiccidn, ya que se eligi6 a g co-
mo el elemento mas pequefio del conjunto bien ordenado S.

En virtud de la contradiccidn 16gica a la que se ha llegado, se con-
cluye la validez de la declaraci6on matematica que concierne a este
capitulo. O

LA UTILIDAD DE SUPONER LO ABSURDO

Aligual que en el capitulo precedente, la demostracidon que acabamos de
desarrollar corresponde a un ejemplo de demostracion por contradiccion. E1
lector puede remitirse a los “Conceptos preliminares” para recordar lo
que esto significa. La demostracion por contradiccion, también conocida
como demostracion por reduccion al absurdo, tiene su origen en Occidente
en el denominado principio de no contradiccion, el cual presento en el recua-
dro 21. Algunos estudiosos del tema que comprende este libro defienden
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K Recuadro 21. Principio de no contradicciéon \

En Occidente, este sacrosanto principio de la reflexién filosofica se
formula por primera vez de manera explicita en la obra Metafisica de
Aristdteles, quien lo considerd como una necesidad absoluta para la
logica, de la manera siguiente:

Esimposible que un mismo atvibuto pertenezcay no pervtenezca al mismo tiempo
¥ bajo el mismo contexto a la misma cosa.

La formulaci6n aristotélica se deriva de lo expresado al respecto por
Platdn en su obra la Repiiblica. Para Aristoteles, el principio de no con-
Kt1radiccic3r1 no puede deducirse a partir de principios mas simples. )

que Euclides prefiri6 en los Elementos, en la medida de lo posible, utilizar
el método de demostracidon por contradiccidn para evitar asi cualquier
clase de debate con sus colegas. Esto porque en su tiempo los pensado-
res griegos construian sus argumentaciones en el contexto de debates en-
tre colegas, lo cual ilustra magistralmente Platon en sus famosos Dialogos,
una obra cumbre del pensamiento no sélo occidental sino universal. Es-
tos debates solian tener lugar en pablico. Al centrarse en demostraciones
con base en el método por contradiccion, Euclides se habria ahorrado asi
discusiones inftiles e innecesarias, ya que dificilmente alguno de sus co-
legas lo habria rebatido sin hacer el ridiculo. Justamente una de las acep-
ciones de este término se refiere a lo que es absurdo, esto es carente de
logica y por ello motivo de burla, y a nadie le gusta ser victima del escar-
nio piblico.

Como puede verse, la dinamica social que prevalecia entre la comu-
nidad de sabios en la Antigua Grecia en tiempos de Euclides desempefi6
un papel fundamental en la evolucidon de la ciencia matematica. Como en
toda actividad social, las matematicas contemporaneas guardan en sus
modos de ser la herencia de las interacciones sociales complejas que la
han ido sustanciado a lo largo del tiempo. Esta herencia comprende tan-
to los problemas que le interesan a las matematicas, asi como los modos
de abordar su resolucién.
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Teorema 3. La raiz cuadrada del
numero 2 no es un humero racional

Este teorema es sin lugar a dudas una de las declaraciones matematicas
mas famosas de todos los tiempos y se presenta con frecuencia en las pa-
ginas iniciales de los libros introductorios al andalisis matemditico, la rama
de las matematicas que se dedica al estudio de las funciones y sus gene-
ralizaciones mediante el método de los limites, de lo cual se habla sucin-
tamente en el recuadro 22 (p. 121). En el capitulo previo se abord6 la
demostracion de la declaracion matematica que asegura que todo nime-
ro racional puede representarse por medio de una fraccién irreducible.
En este capitulo se aborda la demostraciéon de que la raiz cuadrada del
namero entero 2 no es un niimero racional; esto es, no se le puede repre-
sentar por medio de una fraccién irreducible. Lo mas interesante de esta
declaracion matematica es que esta asociada al descubrimiento de los
nimeros irracionales por parte de los matematicos de la Antigua Gre-
cia. Dicho descubrimiento —uno de los grandes acontecimientos en la
historia de las matematicas, que trazd la senda hacia el predominio de
la abstraccién— mostrd ademas que existian ntimeros que no se podian
representar en términos de una longitud o como el cociente de un par de
nlmeros enteros, esto es, como fracciones, sino como la solucion de una
ecuacion algebraica. En este caso la ecuacion algebraica se formula en pa-
labras como sigue:

Hallar un nimero tal que al multiplicarlo por él mismo nos dé como
resultado el niimero entero iqual a 2.

Con el descubrimiento de la irracionalidad, se agregaron a los nimeros
ya conocidos los elementos de una nueva familia, asociada entonces a
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propiedades de objetos geométricos. Este es el caso del nimero \/5;15 es
decir, el namero que al multiplicarlo por si mismo da como resultado el
namero entero 2, a saber:

\/E X \/E =2.

Este nGimero tiene un significado geométrico, pues se corresponde con
la longitud de la hipotenusa de un triangulo rectangulo con catetos que
tienen la misma longitud, valiendo ésta 1. Esto se muestra en la figura 3
(p-122), quetraduce en términosvisualesla ecuacion algebraica asociada
a+v2auna representacién geométrica.

Elir y venir entre el algebra y la geometria es una de las caracteristi-
cas principales del pensamiento matematico, el cual suele servirse de lo
geométrico para hallar la solucidon de ecuaciones algebraicas. En lo que
concierne al teorema al que esta dedicado este capitulo, el objetivo no
es hallar el valor de \/E sino demostrar que no lo podemos encontrar en
el conjunto de los nimeros racionales. Una de las demostraciones mas
simples de este teorema se debe al legendario matematico griego Eucli-
des, quien, como se haindicado previamente, trabaj6 en Alejandria, Egip-
to, 300 afios antes de nuestra era. Euclides incluyd su demostraciéon en
su celebre tratado matematico los Elementos, texto que establecid los mé-
todos de aplicacion del razonamiento hipotético-deductivo en la cons-
truccién del conocimiento matematico de corte geométrico. Debido a
esto, se suele reconocer a Euclides como el padre fundador de la geome-
tria. La demostracion que él propuso pertenece a la clase de demostracio-
nes por contradiccién, las que él preferia, como lo hemos manifestado en
el capitulo precedente. En lo que sigue me serviré entonces de la metodo-
logia propuesta por Euclides.

15 El simbolo v, derivado de la letra minuscula 7 (asociada a la representacién de la palabra en
latin radix, que en espanol significa raiz), fue introducido en el siglo xvI para representar la raiz
cuadrada de un ndmero por el matematico aleman Christoff Rudolff en su libro Behend und
hubsch Rechnung durch die kunstreichen regeln Algebre, so gemeinicklich die Co3 genennt
werden (en espafol: Cdlculo agil y bonito a traveés de las ingeniosas reglas del dlgebra, como
comunmente se llama a la variable desconocida), publicado en Estrasburgo en 1525y que cons-
tituye el primer libro de algebra publicado en lo que a la sazén era una ciudad imperial del Sacro
Imperio Romano-Germanico y que hoy es parte de Francia. El término Cof3 se utilizaba en la Ale-
mania del Renacimiento para referirse a la variable desconocida en las operaciones algebraicas,
y el matematico aleman Adam Ries se sirvid de dicho término para intitular el libro que escribid
en 1524, el cual versaba sobre algebra tratada de manera didactica, pero que no fue publicado
hasta 1992, por la editorial cientifica alemana Teubner-Verlag (si, 468 afios después).
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K Recuadro 22. Limites y métodos infinitesimales \

El concepto de limite esta intimamente relacionado con el de canti-
dad infinitesimal, es decir, una cantidad que estd mas cerca del 0 que
cualquier nimero real estandar, pero que no es cero, por lo que tam-
bién se dice que el analisis matematico estudia funcionesy sus gene-
ralizaciones por medio de métodos infinitesimales. La noci6on inicial
de infinitesimal se acredita a Arquimedes, quien en la Antigua Gre-
cia se sirvi6 de ella, de manera intuitiva, en diversos procesos de
demostracion de enunciados matematicos. Esta nociéon tuvo una
gran importancia en la invencién del calculo por Gottfried Wilhelm
Leibniz e Isaac Newton (en ese orden de importancia) en el siglo
xv1I, hecho que influy6 en la aplicaciéon de métodos matematicos ala
comprension de fendmenos naturales complejos, tales como los que
se refieren a la mecanica de los cuerpos celestes. Asi, por ejemplo, el
matematico francés Pierre Varignon formalizd en el afio 1700, apli-
cando los conceptos del calculo, la nocioén de aceleracién de un objeto
material que se desplaza como una diferencia infinitamente peque-
fia enla velocidad durante un tiempo infinitamente pequefio necesa-
rio para modificar dicha velocidad. Cabe mencionar que el punto de
partida de Gottfried Wilhelm Leibniz fue el desarrollo por parte del
fildsofo matematico tedlogo e inventor francés Blaise Pascal de mé-
todos de determinacion de areas de superficies acotadas por curvas
ksinusoidales. )

DEMOSTRACION
La demostracién comienza por suponer que la raiz cuadrada del ni-
mero entero 2, representada mediante el simbolo \/E es igual a un
nmero racional, esto es, a un cociente de dos nimeros enteros.
Se parte entonces de la afirmacion de que la declaracion que nos concier-
ne es falsa y se sigue el método de demostracion por contradiccion.
Se supone, pues, que V2 se puede representar como una fraccion:

=t

m
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1

Figura 3. Raiz cuadrada de 2
La figura muestra la representacion grafica del significado de la raiz cuadrada de 2, esto es
la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectadngulo cuyos catetos son iguales y tienen
a 1 por longitud.

en la cual tanto el numerador como el denominador, esto es, ny m,
respectivamente, son niimeros enteros. Se supone, como es debido,
que m es diferente de 0.

Se elevan ahora al cuadrado los dos términos de la igualdad pre-
cedente; esto es, se multiplican por si mismos los términos de la de-
recha ylaizquierda de la igualdad:

o= (3)(2)

m

lo cual da el resultado siguiente:
nxn

T mxm

olo que es lo mismo:

Multiplicando ambos lados de esta igualdad por el cuadrado de m, es
decir, por el nimero entero m? = m x m, se obtiene:

) ) n2  m% x n?
Mm2x2=m2x — = ——

m2 m2
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Por lo tanto,

2 x m? = n?.

De esto se concluye necesariamente que n? es un niimero par, ya que
es igual al nimero 2 multiplicado por un nmero entero.

Puesto que 12 es un nlimero par, entonces n debe ser también un
namero par (dejo que el lector verifique esta aseveracién, lo cual pue-
de hacer utilizando el método de contradiccién suponiendo que 12 es
pary que n es impar...).

Debido a que n es un nmero par, también se le puede escribir
como

n=2xx,

donde x es un nimero entero. Substituyendo este resultado, esto es,
n=2xx,en2xm? =n’sellegaa
2xm?=n2=(2xx)° =4xx2
Dividiendo entonces ambos lados por 2 se tiene:
m? = 2 x x2.

Esto significa obviamente que m es un nimero par. Se supone enton-
ces que
m=2xy,

para y un namero entero. Hasta aqui la suposicién de que V2 esun
nlmero racional, representado por el cociente de niimeros enteros
n/m, nos ha llevado a concluir que tanto n como m son nimeros en-
teros pares, esto es, ambos niimeros son multiplos del nimero 2. En

consecuencia:
n 2xx
N

m  2xy’

Eliminando entonces en el numerador y en el denominador al niime-
ro 2 se tiene que \/E esigual a x/y, que es un cociente mas simple que
el cociente original m/n.

Se encuentra uno entonces en una situacién similar a la inicial.
Aplicando el procedimiento precedente ahora a x/y se puede llegar a
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un cociente ain mas simple, por ejemplo ¢/f, para e y f nimeros en-
teros, con f diferente de cero. Sin embargo, se sabe que un ntimero
racional no puede simplificarse indefinidamente, esto es, siempre pue-
de escribirse como una fraccién irreducible. En consecuencia existe
siempre un racional mas simple que todos los demas y la suposicion
original de que V2es igual a n/m no obedece a esta regla. Se llega en-
tonces a una contradiccién; a saber: se llega a la conclusién de que si
se supone que \/E es racional, no se le puede representar como una
fraccidn irreducible.

Asi, la suposicidon de que V2 es un ntimero racional da lugar a una
contradiccidn insostenible. Se concluye entonces que \/E es un na-
mero irracional, esto es, no se puede escribir como el cociente de dos
nameros enteros, pues viola la propiedad que poseen todos los nfi-
meros racionales de poseer una representacion como fraccidon irredu-
cible. O

Como puede verse, la demostracién que acabamos de desarrollar uti-
liza el segundo teorema, que se demostro en el capitulo anterior. En ma-
tematicas, como en toda ciencia, el conocimiento nuevo se construye
edificandolo sobre el conocimiento previo. En la siguiente seccion me ex-
tiendo brevemente sobre esta caracteristica fundamental de la ciencia
matematica. Asimismo, en el recuadro 23 hago un breve resumen de la
historia y la leyenda en torno al descubrimiento de los irracionales.

LA EDIFICACION SIN FIN DE LO MATEMATICO

Puede visualizarse a las matematicas, al igual que toda ciencia, como un
edificio que se va construyendo con los logros previos, y cada nuevo re-
sultado abre asi la posibilidad de logros nuevos, no siempre previstos. Co-
mo en todos los aspectos de nuestra vida, lo contingente tiene un papel
importante en la ciencia. Confrontarse a lo inesperado, si se es capaz de
identificarlo, es consustancial a la labor del cientifico profesional. Esta
dependencia entre lo nuevo y lo ya realizado implica la necesidad, por
parte de quienes se comprometen a adquirir una formacién profesional
en el campo de las matematicas, de seguir un entrenamiento especifico.
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K Recuadro 23. La revolucién de los irracionales \

Eldescubrimiento dela existencia delos niimerosirracionales es, sin
la menor duda, uno de los hechos mas notables en la ya larga histo-
ria de las matematicas en Occidente. Se suele afirmar, aunque con
pocas evidencias documentadas, que la naturaleza irracional de la
raiz cuadrada de 2, esto es, \/E fue uno de los secretos de la escuela
pitagorica, la cofradia cientifica y religiosa fundada por Pitagoras en
el siglo vi a.C. en lo que hoy es Crotona, Italia; y se suele acreditar el
descubrimiento de la naturaleza de este niimero a su discipulo Hi-
paso de Metaponto. Los detalles del descubrimiento en el caso de la
escuela pitagodrica son elusivos debido al secretismo bajo el que ésta
trabajaba. El descubrimiento de la irracionalidad de la raiz cuadra-
da de 2 fue sorprendente para los matematicos de la Antigua Grecia,
al mostrar que los nimeros racionales no eran suficientes en el pro-
ceso de obtencidon de soluciones a problemas tales como el siguiente:
sexiste un nimero racional tal que al multiplicarlo por si mismo dé
como resultado el nimero entero 2? Como se demuestra en este ca-
pitulo no existe tal nimero racional (jsu existencia es absurda!). La
insuficiencia de los nimeros racionales llevé al descubrimiento de
los nGmeros irracionales, y con ello se potencid la liberacion de los
procesos cognitivos requeridos para el progreso de la ciencia mate-

\_matica. J

En términos de la formacion de los matematicos profesionales dedi-
cados a la investigacion, gran parte de ésta se centra en el aprendizaje
de los resultados previos que definen su area especifica de interés en las
matematicas. Tal clase de aprendizaje cataliza el desarrollo de las habili-
dades cognitivas necesarias para abordar la construcciéon de conocimien-
to matematico.

La meta de la formaciéon académica de los matematicos es lograr en-
tonces que el matematico continie mediante su quehacer profesional el
proceso de construccion del edificio matematico y, de ser posible, que
construya nuevas extensiones de éste. Dedico el recuadro 24 a algunos
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f Recuadro 24. Formacién académica de los matematicos \

;Como se forma un matematico? Antes de abordar la respuesta me
parece pertinente puntualizar una vez mas que al hablar de matema-
ticos profesionales me refiero a quienes se dedican a la investigacion
cientifica. En Occidente, la formacidn requiere alrededor de 8 afios a
partir de la finalizacidn de la educacidon media superior, en la que se
adquiere la formacién basica en geometria y en algebra, asi como en
trigonometria y en calculo diferencial e integral. El entrenamiento
inicia con la realizacién de estudios de licenciatura en matematicas,
alos cuales se accede mediante un proceso de selecciéon que evaltiala
capacidad de resolver problemas de indole matematica. Los cursos
se centran en aspectos avanzados de las matematicas en areas tales
como el calculo, el algebra abstracta y las ecuaciones diferenciales.
La formacion se suele dividir en matematicas puras y en matema-
ticas aplicadas y dura por lo general cuatro afios. El licenciado en
matematicas suele finalizar sus estudios con una tesis que presente
un proyecto de investigacién bajo la tutoria de un matematico pro-
fesional. La siguiente etapa comprende la realizacion de estudios de
maestria, que suelen durar alrededor de dos afios. La maestria pue-
de estar orientada a las matematicas puras o bien a las aplicadas. En
este segundo caso el candidato es formado para resolver problemas
de indole cientifico-tecnoldgica. En el primero, el candidato es en-
trenado para desarrollar su capacidad de construir nuevas teorias
matematicas. Después de la maestria el candidato interesado en
dedicarse a la investigacién debe obtener obligatoriamente una for-
macién doctoral (algunos candidatos sobresalientes acceden direc-
tamente al doctorado al finalizar la licenciatura). Esta suele durar
alrededor de tres afios, en la que se adquiere autonomia en la reali-
zacidn de proyectos de investigaciéon matematica. Tanto en la maes-
tria como en el doctorado se combinan la formacién mediante cursos
de alta especializacion con el entrenamiento tutorial. Hoy en dia la
formacioén suele continuar después del doctorado a través de la rea-
k1'1zac:'1()r1 de estancias posdoctorales anuales. )
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aspectos de la formacioén académica de los matematicos profesionales,
que pueden ser del interés de algunos lectores.

En el capitulo siguiente asociaré a la raiz cuadrada de 2, esto es, \/E
con una propiedad de cierta clase de triangulos. Con ello se vera como la
exigencia de resolver una ecuacidn algebraica lleva a darle a su solucién
una interpretacién netamente geométrica.
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Teorema 4. En un triangulo
rectangulo la suma del cuadrado
de los catetos es igual al cuadrado
de la hipotenusa

Pitagoras viene inmediatamente a nuestra mente cuando se lee el enun-
ciado de la declaraciéon matematica que se aborda en este capitulo, pues
se trata precisamente del conocido teovema de Pitagoras. Esta declaracién
matematica se presenta de manera visual en la figura 4. Debido al gran
interés pablico que ha revestido este teorema a lo largo ya de siglos, exis-
te una gran cantidad de demostraciones que le estan asociadas, e incluso
una de ellas estd incluida en los Elementos de Euclides; se trata especifi-
camente de la proposicidn 47 del libro 1. El teorema de Pitagoras es tal
vez la declaracion matematica mas famosa hoy en dia, y esto se debe a
su uso recurrente en cursos de matematicas que se imparten en las es-
cuelas secundarias a nivel mundial. Basta con un pequefio ejercicio en
internet —utilizando el motor de blisqueda de Google, desde la Ciudad de
México el 26 de agosto de 2023— para convencerse de la sorprendente po-
pularidad de este teorema: alrededor de 5370 000 resultados hallados en
0.47 segundos al introducir “teorema de Pitagoras” (en inglés, utilizando
“pythagorean theorem”, se obtuvieron en torno a 16 000000 de resulta-
dos en 0.43 segundos). En comparacion, el motor de blisqueda de Google,
lanzado desde el mismo lugar y en la misma fecha, sélo dio un poco mas
48000 resultados en 0.43 segundos al introducir “conjetura de Poincaré”,
cuya demostracion le valid en el afio 2006 a Grigori Perelman la Medalla
Fields (la cual rechazd). En este caso no es muy dificil descubrir cual de
los dos resultados tiene mayor significacion cultural para los hablantes
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del espafiol. ;No es asi? En el motor de blisqueda de Google, usado desde
la Ciudad de México el 26 de agosto de 2023, el teorema de Pitagoras se

Figura 4. Teorema de Pitagoras
En la parte superior de esta figura se muestra un triangulo rectangulo que posee los catetos
de longitud a y b. Su hipotenusa una longitud de c. El teorema de Pitadgoras afirma que
a? + b? = 2, lo cual se ilustra en la parte inferior de la figura.
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menciona mas de cien veces (111.41 veces, para ser exactos) el nimero
de veces que se menciona a la conjetura de Poincaré en paginas web que
proveen informacién en espafiol. Elresultado es muy diferente cuando se
buscan inicamente resultados en paginas redactadas en francés. En efec-
to, la conjetura de Poincaré es 2.65 veces mas popular que el teorema de
Pitagoras (en francés, utilizando “théoréme de Pythagore”, se obtuvieron
alrededor de 447000 resultados en 0.38 segundos). El lector podra apre-
ciar que los franceses son algo chovinistas cuando se trata de promover
los logros de sus grandes matematicos. Supongo que quienes tenemos al
espafiol como nuestralengua materna sentiriamoslo mismo que los fran-
ceses si se tratara de promover conocimiento matematico trascendente
logrado por matematicos de habla hispana. ;Qué opinas de este asunto,
querido lector?

Antes de terminar este paréntesis, y siguiendo la moda de estos dias,
utilicé la aplicacidon informatica ChatGPT (version 3.5), esto es, el chat-
bot deinteligencia artificial desarrollado en 2022 por la empresa estadou-
nidense OpenAl, para formularle la pregunta siguiente:

A partir delainformacién que posees, qué resultado cientifico es mas popular:
;el teorema de Pitagoras o la conjetura de Poincaré?

Esta fue su respuesta:

Hasta mi Giltima actualizacion en septiembre de 2021, el teorema de Pitagoras
es definitivamente mas popular y ampliamente conocido que la conjetura de
Poincaré en la cultura general. El teorema de Pitagoras es un resultado funda-
mental en geometria que establece unarelacion entreloslados de un tridngulo
rectangulo. Es ensefiado en la mayoria de los curriculos escolares y es amplia-
mente reconocido en la sociedad.

Por otro lado, la conjetura de Poincaré es un problema més avanzado en la
topologia y la geometria diferencial. Fue propuesta por el matematico francés
Henri Poincaré en 1904 y se refiere a las propiedades de las variedades tridi-
mensionales. Fue uno de los problemas mas famososy desafiantes en matema-
ticas hasta que el matematico ruso Grigori Perelman demostré su veracidad
entre 2002y 2003. La demostracién de Perelman fue un logro significativo y
llevd ala resolucion de uno de los problemas mas destacados en matematicas,
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pero su reconocimiento no alcanza el nivel de familiaridad del teorema de Pi-
tagoras debido a su naturaleza altamente especializada.

Sin embargo, ten en cuenta que mi informacion esta actualizada sdlo
hasta septiembre de 2021, por lo que te recomiendo verificar fuentes mas re-
cientes para obtener informacién actualizada sobre la popularidad relativa de
estos resultados cientificos.

En mi opinién esta respuesta de ChatGPT es muy pertinente; un buen
ejemplo de la utilidad de las herramientas contemporaneas de computo
en procesos de aprendizaje. Segui jugando un poco mas con ChatGPTyle
formulé una pregunta mas:

;T podrias demostrar la conjetura de Poincaré?

Su respuesta, por demas previsible, fue la siguiente:

La demostracién completa de la conjetura de Poincaré es un resultado muy
avanzado y complejo en matematicas. Fue resuelta por el matematico ruso
Grigori Perelman en la década de 2000 y se basa en conceptos profundos de
topologia y geometria diferencial, incluyendo el uso de la teoria de Ricci. La
demostracion original de Perelman es extremadamente técnica y detallada.

Dado que la demostracién de la conjetura de Poincaré es un tema alta-
mente especializado y complicado, no puedo proporcionar una demostracion
completa aqui en un formato de respuesta. Incluso los matematicos expertos
necesitarian una comprensiéon profunda de las herramientas matematicas
avanzadas utilizadas en la demostracion.

Si tienes un interés genuino en comprender la demostracién de la conje-
tura de Poincaré, te recomiendo estudiar matematicas a nivel universitarioy
sumergirte en la literatura matematica especializada que trata sobre este te-
ma. Textos académicos, articulos cientificos y recursos educativos avanzados
son esenciales para comprender los detalles de la demostracion.

Nada mal para un programa de computo. El lector curioso podra cuestio-
narle a ChatGPT si acaso puede demostrar el teorema de Pitagoras. Ya
veremos qué nos deparan las versiones avanzadas de esta clase de herra-
mientas computacionales en el futuro cercano.
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Cerrando el paréntesis, es justo al final de la pubertad y al inicio de
la adolescencia cuando se aborda la abstraccidn sistematica en el pro-
ceso de ensefianza de las matematicas. La demostracion de la declara-
cidén matematica que concierne al presente capitulo suele ser una de las
primeras que confrontan a los adolescentes con los procesos de razona-
miento hipotético-deductivo utilizados en la demostracidon de teoremas.
Desafortunadamente, esto no siempre es exitoso, ya que la adolescencia
presenta retos importantes para el aprendizaje de las matematicas. Dedi-
co el recuadro 25 (p. 135) a profundizar en este asunto. En aras de evitar
la confrontaciéon con la resistencia de la mente adolescente, el proceso
de ensefianza de las matematicas explora en la actualidad alternativas al
uso del lenguaje escrito como vehiculo de transmisién del conocimiento
matematico. Una de estas alternativas concierne el uso de demostracio-
nes visuales de teovemas; esto es, demostraciones sin palabras. Esta es la
razon por la cual en este capitulo decidi presentar una demostracion vi-
sual del teorema de Pitagoras, la cual presento a continuacion.

DEMOSTRACION
La figura 5 ofrece una demostracioén visual del teorema de Pitagoras,
la cual se halla en el tratado matematico chino denominado El cldsico
matematico de la sombra de Zhou, que fue elaborado hacia el siglo111a.C.
Dicho tratado es una recopilacién de problemas anénimos realizada
durante la dinastia Zhou por el duque Dan de Zhou y su astronomoy
matematico Shang Gao. O

Algunos matematicos consideran que las demostraciones visuales
—como la que acabamos de exponer— son la clase de demostraciones mas
elegantes; aunque en esto, como en casi todo, es cuestiéon de gustosy de
habilidades cognitivas innatas y aprendidas. Para algunos la compren-
sion visual de declaraciones matematicas es mas facil que para otros. En
mi caso particular, no se me da mucho que digamos la percepcién in-
mediata delavalidez de una declaracién matematica expresada en térmi-
nos visuales. Mis habitos cognitivos tienen que ver mas con las palabras
que con las imagenes. Ademas, me ha tocado conocer a matematicos que
poseen una habilidad asombrosa para la conceptualizacién abstracta
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b b

Figura 5. Demostracién visual del teorema de Pitdgoras
La figura de la izquierda muestra los cuadrados que corresponden a a’y a b?, inscritos en
un cuadrado que tiene por lado a + b. La figura de la derecha muestra el mismo cuadrado
de area (a + b)z, para el cual los cuatro tridangulos indicados en la figura de la izquierda han
sido reubicados. Desaparece entonces el rea a2 + b?, que pasa a ser ocupada por c2.

mediante imagenes. Quizasla preeminencia delovisual enla cultura con-
temporanea contribuya a la consolidaciéon de un enfoque matematico
centrado en las demostraciones visuales. Esto le seria benéfico sobre todo
alos adolescentes, para quienes navegar la realidad a través de la percep-
cién audiovisual estd por convertirse en su segunda naturaleza. Quizas.
Lo cierto es que existe una gran cantidad de declaraciones matematicas
que admiten demostraciones sin palabras, la mayoria de ellas relaciona-
das de una o de otra manera con lo tratado en los Elementos de Euclides.

En lo que sigue, respetando mis habitos, incluyo la interpretacién en
palabras de la demostracion visual que hemos presentado.

EL TEOREMA DE PITAGORAS EN LENGUAJE LLANO

Debido a que el teorema de Pitagoras requiere que el tridngulo concer-
nido sea un triangulo rectangulo —lo cual significa que uno de sus tres
angulos es igual a 90°—, la declaracién podria utilizarse de hecho como
definicion de tal clase de poligonos en geometria plana.
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K Recuadro 25. Adolescencia y matematicas \

La exploracion cientifica ha recabado evidencia empirica en las al-
timas décadas que muestra que durante la adolescencia el cerebro
humano es sometido a intensos procesos de cambio, tanto estructu-
rales como funcionales. Estos cambios potencian en el adolescente la
emergencia de la capacidad cognitiva asociada a la construccion del
razonamiento abstracto, asi como la focalizacién del comportamien-
to en la exploracion de lo afectivo. Este proceso de transformacion
viene aunado al desarrollo de estrategias de autodefinicion personal
que se manifiestan en el desafio constante a las normas sociales de
contencién impuestas en los entornos familiar, escolar y social. De-
bido a esto, la ensefianza de las matematicas durante la adolescencia
esuno de los grandes retos del sistema educativo. El proceso educati-
vo asociado alas matematicas requiere entonces ser adaptado conve-
nientemente para evitar conflictos y maximizar asi la capacidad de
comprension por parte del adolescente. Esto no es tarea facil, aunque
es indispensable evitar la confrontacién entre el interés y la respon-
sabilidad social del sistema de ensefianza y las motivaciones vitales
que caracterizan a la adolescencia. Por ello numerosos especialistas
en el proceso de ensefianza de las matematicas defienden el uso de
metodologias pedagbgicas que eviten el uso normativo y excesivo del
lenguaje escrito, el cual suele estar acompafiado de estrategias de en-
sefianza coercitivas. Esto tiene lugar priorizando la transmision de
conceptos abstractos mediante la aplicacion de lo visual e incenti-
vando el trabajo en equipo de indole creativa en el aprendizaje mate-
matico, orientandolo ademas a la resolucién de problemas cercanos
a las motivaciones del alumno, con el fin de atenuar su resistencia a

Kla inmersion en procesos reflexivos que exigen la abstraccion. )

Es decir, lo anterior implica que todos los triangulos rectangulo satisfacen

el teovema de Pitagoras.

Dado que entiempos anteriores al desarrollo pitagérico tuvieron lugar

estudios relacionados con las propiedades de triangulos rectangulos, se
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Recuadro 26. El teorema de Pitagoras fuera de Occidente \

Documentos provenientes tanto de la Antigua India como de Babilo-
niay del Egipto Antiguo —culturas originadas en tiempos anteriores
al desarrollo pitagérico— evidencian cierto conocimiento de lo que
reconocemos hoy en dia como el teorema de Pitagoras. Sin embar-
go, no puede soslayarse la ausencia en dichos textos de la nocién de
demostraciéon. Se ha conjeturado que quizas la propiedad que la
declaracién reconoce en los triangulos rectangulos haya sido perci-
bida en culturas no occidentales que precedieron a la griega como
resultado de su utilidad practica en la resolucioén de problemas de
arquitectura y de agrimensura. Como prueba de ello se cita con fre-
cuencia la tablilla de barro babilénica Plimpton 322, encontrada en
la region de Senkereh, en el sur de Irak, perteneciente a la coleccion
G. A. Plimpton de la Universidad de Columbia, Estados Unidos. Di-
cha tablilla, posiblemente tallada hacia el afio 1 800 a.C. (esto es, al-
rededor de 1200 afios antes de que Pitagoras se interesara en el teo-
rema que lleva su nombre), lista algunos nmeros pitagdricos. Esto
es, tripletes o ternas de niimeros enterosa, b, c, tales que a? 4+ b = 2.
En este caso, como en otros similares, la ausencia de métodos siste-
maticos de razonamiento hipotético-deductivo habria impedido la
formulacion de este conocimiento bajo la forma de teoremas. Una
coleccion de ejemplos ilustrativos de la validez de un enunciado ma-
tematico no constituye una demostracion. )

han presentado debates entre historiadores de las matematicas en torno
ala paternidad de la declaracion, paralo cualle recomiendo al lector que

se

dirija al recuadro 26.
En términos algebraicos, la declaracidn de Pitagoras se puede demos-

trar utilizando laimagen que se encuentra en el lado derecho de la figura

5.

En efecto, puede observarse que cada uno de los cuatro triangulos in-

dicados tiene como area:

axb
5
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En consecuencia, al sumar el area de dichos cuatro tridngulos se obtiene:

4 axb
|2

y al sumarle a esta cantidad el area del cuadrado de lado c:

axb
4><( 5 >+c2 =2xaxb+c2
El lector notara que esta cantidad es igual al area del cuadrado en el que
estan incluidos los cuatro triangulos de area (a x b)/2 y el cuadrado de
area c?, esto es:

(a+b)° =a®+2xaxb+D2

En consecuencia:
2xaxb+c2=a%>+2xaxb+ b2

Por lo tanto, al restar de amboslados de esta igualdad ala cantidad 2xaxb
se tiene:
=a2+2xaxb+b*—-2xaxbh.

Finalmente:
2 =a®+1?

como lo asevera la declaracién.

Como el lector podra apreciar, la demostracion visual es sin lugar a
dudas mas elegante que la demostracién algebraica que viene de presen-
tarse. No deja de impresionar el hecho de que de alguna manera la capa-
cidad de procesar imagenes, que esencialmente todos los seres humanos
poseemos, reemplaza en este caso la necesidad de realizar la demostra-
cion algebraica. ;Como ocurre esto? Esta es una pregunta cuya respuesta
es alin elusiva.

Debido a lo evidente que resulta la validez del teorema de Pitagoras,
al observar la figura 5, uno podria argumentar que se esta ante un caso
obvio de axioma visual.

Con esto quiero decir que no todo esta dicho enlo que respecta ala no-
cion de postulado matematico que se toma como evidentemente verdadero sin
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necesidad de prueba, como se ha definido previamente a lo que se reconoce
en el ambito matematico como axioma.

Asi pues, lo evidentemente verdadero, en el sentido formal, puede
también depender de los mecanismos de percepcion y de reflexién uti-
lizados en el proceso de cognicidn. Valdria la pena abordar este asunto
desde la epistemologia matematica. ;Qué opina el lector? Hasta aqui con
el teorema de Pitagoras, es tiempo de pasar a un nuevo teorema.
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hipotenusa/cateto en todo triAngulo

rectangulo isésceles es igual a 2

He aqui la quinta declaracién matematica incluida en este volumen, la
cual involucra tanto a la raiz cuadrada del nimero entero 2 —esto es, el
namero irracional representado de manera simbolica como \/E—, asi co-
mo a una propiedad geométrica que caracteriza a una clase especifica de
poligonos en geometria euclidiana. Se trata de la clase de los triangulos
rectangulos cuyos catetos tienen la misma longitud: a saber, los denomi-
nados triangulos isosceles. Previamente se ha demostrado que la raiz cua-
drada del nimero 2 es un niimero irracional. Esta propiedad significa que
laraiz cuadrada del nimero 2 no admite una representacion como cocien-
te de dos nimeros enteros, es decir, como una fraccién. Esto se resume
ahora utilizando la notacién que se reviso en los “Conceptos prelimina-
res”, simplemente escribiendo que

V2el,

donde la letra maytscula I representa a los nimeros reales que no se pue-
den escribir como fracciones. Antes de abordar la demostracién me pa-
rece importante dedicar algunos parrafos a los nimeros reales. Ya en los
“Conceptos preliminares” he indicado que éstos, representados median-
te la letra R, constituyen el conjunto formado por la unién del conjunto
de los niimeros racionales con el conjunto de los niimeros irracionales.
Ha llegado el momento de ser mas preciso a este respecto.
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¢QUE ES UN NUMERO REAL?

Su definicién es sutil, pues proviene de un esfuerzo constructivo que re-
quirié mucho tiempo..., siglos de hecho. Tomando la raiz cuadrada de 2
como ejemplo para ilustrar el concepto de nimero real, no es complicado
admitir que siempre se pueden elegir dos nimeros racionales positivos,
digamospy g, tales que uno de ellos sea mas pequefio que laraiz cuadrada
de 2y el otro méas grande que ésta; es decir:

p<V2<q.
3

Por ejemplo, los nimeros racionalesp = 1y g = 5 = 1.5 satisfacenlo que
viene de especificarse. En efecto:

3
1<\2< 5.
2
Recuerde que la raiz cuadrada de 2 esta dada en notacidon decimal por
V2 = 1.414213562373095 ...

Ahora bien, debido a que la suma de dos niimeros racionales es también
un nGmero racional, podemos sumarle a pun nmero racional escogido
de manera tal que el nimero resultante de la suma, digamos r, sea mayor
que p pero todavia menor que la raiz cuadrada de 2. Tal operacién puede
hacerse sin problema, basta con considerar sumarle a p el nimero racio-
nal 1/n para un valor entero positivo de n suficientemente grande. Por
ejemplo, el nimero:

1

3+1

1 4
3 3 3
satisface: A

- 2.

5 < V2

De manera similar se le puede restar un nmero racional a 4 de tal mo-

do que se obtenga un nimero mayor que la raiz cuadrada de 2, aunque
. P P 1 .

menor que 4. Por ejemplo, restandole a 4 el nGmero ;5 se tiene:

1 3 1 18-1 17
V2.

TnTITRT T Tu”
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Se tiene ahora entonces que se cumple la condicién buscada:
4 17
5 < \/E < E

Podemos tomar esta Gltima expresiéon como punto de partida y repetir el
procedimiento previo y llegariamos a una nueva expresion de la forma:

u<2<v,

P . 4 17
donde u y v son numeros racionales tales que u > 3 yv < . Se puede
repetir este proceso de manera indefinida, lo cual es estrictamente equi-
valente a afirmar que

Existe un niimero vacional avbitraviamente cerca de la raiz cuadrada
de 2 por la izquierda (esto es mas pequeiio) y otvo niimero racional ar-
bitraviamente cevca de ésta por la devecha (es deciv, mas grande).

En términos simbdlicos, esto significa que, dado un niimero arbitraria-
mente pequefio € > 0, siempre existe un par de nimeros racionales xy y

tales que

V2—x<e
y

]/ - \/E <g,
para los cuales

x<V2<y.

Dado lo anterior, se define a la raiz cuadrada de 2 como la entidad ma-
tematica que separa al conjunto de todos los nimeros racionales en dos
conjuntos: uno que integra a todos los nimeros racionales que son estric-
tamente mas pequefios que la raiz cuadrada de 2 y otro, complementa-
rio, que incluye a todos los nimeros racionales que son mas grandes que
dicha cantidad. Se dice entonces que la raiz cuadrada de 2 corta al con-
junto de los ntmeros racionales en los dos conjuntos especificados. La
nocidon de corte utilizada provee un mecanismo conceptual para definir
a los nmeros reales. La primera definicidon de éstos se debe al matema-
tico aleman Julius Wilhelm Richard Dedekind, quien defini6 un corte en
los nimeros racionales como un subconjunto no vacio que no coincide
con el conjunto de los racionales, y tal que
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. para un elemento dado del corte, también incluye a todos los nimeros
racionales que son mas pequefios que éste;

- dado que el corte no coincide por definicidon con el conjunto de los n-
meros racionales, entonces existe al menos un nimero racional que no
esta en el corte. Esto significa que todo nimero racional que es mayor
que dicho nimero tampoco esta en el corte, por lo que éste se encuentra
acotado por arriba y no posee elemento maximo.

Lo que acabamos de especificar se conoce en el ambito de las matemati-
cas como corte de Dedekind. Con respecto a \/E el corte de Dedekind, defi-
nido mediante la particién (A, B), donde

A:={neQ|ai*<20a<0}

B:={beQ|b*>2yb>0},

provee un medio para definir a \/E como un nimero real. Recuerde que Q
denota al conjunto de los nimeros racionales. Expresado con palabras, A
se define como el conjunto de los nimeros racionales que al ser elevados
al cuadrado dan como resultado un nimero mas pequefio que el nime-
ro 2 o son negativos. En cuanto al conjunto B, éste esta definido como el
conjunto de todos los niimeros racionales que al ser elevados al cuadra-
do dan como resultado un nimero racional que es mayor oiguala2y que
ademas son mayores o iguales a 0. El corte definido por la particién (A, B)
permite que la raiz cuadrada de 2 sea representada mediante el conjunto
A. Note que este conjunto no posee un elemento maximo, ya que por lo
que hemos visto antes siempre se puede hallar un nimero racional cuyo
cuadrado esté arbitrariamente cerca de 2.

Conbaseenlaideade corte sellega ala definicion elaborada por Julius
Wilhelm Richard Dedekind:

DEFINICION 15 (El conjunto de los nimeros reales). Es el conjunto de todos
los cortes de Dedekind en Q.

Esta definicién provee un mecanismo natural para asegurar que na-
meros tales como la raiz cuadrada de 2 —aun no siendo racionales, como
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se ha demostrado precedentemente para este nimero— posean propie-
dades que heredan de tal conjunto. Puede sorprender que hayan pasado
mas de dos mil afios entre el descubrimiento en la Antigua Grecia de la
no pertenenciade \/E al conjunto de los nimeros racionalesy la construc-
cién del conjunto de los nimeros reales en la Europa de fines del siglo
X1x. Sin embargo, cuando uno piensa en el tiempo que le tomd a nuestros
ancestros pasar de las herramientas manufacturadas con piedras a las
manufacturadas con metales —esto es, cientos de miles de afios—, uno
puede concluir que, en comparacion, la construccidon del conocimiento
matematico ha avanzado de manera relativamente rapida.

Hasta aqui con esta exploracion de los fundamentos del analisis ma-
tematico. Es tiempo ya de emprender la demostracién que concierne a es-
te capitulo.

V2 Y LA GEOMETRIA

Enlanuevadeclaracién matematica que se aborda en este capitulo se ma-
nifiestan algunas de las indagaciones mas significativas de los matemati-
cosdela Antigua Grecia, en particularla que concierne alarelacion entre
nGmerosirracionalesy ciertas figuras geométricas, lo que losllev6 ala de-
finicién de inconmensurabilidad como propiedad de ciertas cantidades, a
lo cual dedico el recuadro 27. Como se ha afirmado previamente, la pers-
pectiva de los matematicos de la Antigua Grecia priorizo6 el estudio de lo
geométrico, y en gran parte esa orientacion se debi6 al descubrimien-
to dela existencia delosnimerosirracionales. Silainconmensurabilidad
de estos nimeros resultd sorprendente para los matematicos pitagoricos,
mas alGin les sorprendié descubrir que algunos de estos nimeros aparecen
como constantes que definen propiedades de clases de objetos geométricos. Es-
te fue, pues, un descubrimiento trascendente.

Entonces, reiterando la pregunta implicita en la declaracién matema-
tica que intitula a este capitulo: squé es la raiz cuadrada del niimero entero
2?7 Se le pueden dar entonces al menos dos respuestas:

PRIMERA RESPUESTA: Laraiz cuadrada de 2 esun nimero que al ser multi-
plicado por si mismo da como producto el nGmero 2. Ademas, dicho
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K Recuadro 27. Cantidades inconmensurables \

En matematicas se dice que dos cantidades dadas de la misma na-
turaleza (dos longitudes, dos areas, dos volimenes, dos porcentajes,
por ejemplo) distintas de cero, digamos ay b, son conmensurables si
y solamente si existe una unidad u de estas cantidades de las cuales
ay b son maltiplos; a saber: tales que existe un par de enteros my n
paralos cualesa = m x uyb = n x u. En caso de que esto no sea
cierto se dice que esas cantidades son inconmensurables. Por ello se
considera que la nocién de cantidad conmensurable es estrictamen-
te equivalente a la de nimero racional. Esto implica que al hablar de
una cantidad inconmensurable se estd hablando de un nimero que
la representa que ya no es conmensurable; es decir, es un nimero
irracional. También se dice que dos cantidades dadas son conmensu-
rables si se las puede comparar, lo cual significa que cantidades que
se representen mediante nimeros irracionales no se pueden compa-
\_rar, salvo si ambas cantidades son de hecho la misma cantidad. )

namero es un namero real (por ello, un corte de Dedekind) irracio-
nal; es decir, \/5 € [. Con respecto al conjunto A que se ha defini-
do previamente al introducir el corte de Dedekind asociado, esto es,
A= {aeQ|a* <2 o a<0} sedice que la raiz cuadrada de 2 es
el supremo de este conjunto. Este concepto se utiliza para definir al
nmero mas pequefio que es méas grande que todos los elementos in-
cluidos en el conjunto. En este caso, el supremo de A no esta incluido
en A, ya que se trata de la raiz cuadrada de 2, que, como se ha demos-
trado, no es un nmero racional.

SEGUNDA RESPUESTA: La raiz cuadrada de 2 es igual al cociente hipotenu-
sa/cateto de todo tridngulo rectangulo isésceles.

La primera respuesta es basicamente la definiciéon delo que esla raiz cua-
drada de 2. La segunda respuesta es mas interesante que la primera, pues
despierta en la mente el interés en la potencial asociacion entre la incon-
mensurabilidad y la caracterizacién de clases de objetos matematicos, en
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X

Figura 6. Tridngulo rectangulo isésceles
La figura muestra un tridngulo rectangulo isésceles; esto es, sus catetos tienen la misma
longitud, denotada simbdlicamente mediante x. La hipotenusa del triangulo se denota sim-
bolicamente como h.

este caso los triangulos rectangulos isosceles. En otras palabras, la raiz
cuadrada del nimero 2 es una puerta de entrada a un territorio abstracto
poblado de familias de objetos geométricos cuyas propiedades —las cua-
les van mas alla del concepto de cantidad— estan estrechamente asocia-
das a los nmeros irracionales.

Paso ahora a la demostracion, que, como se vera4, se sirve del teorema
de Pitagoras.

DEMOSTRACION
Tomando como punto de partida el teorema de Pitagoras previamen-
te demostrado de manera visual, aplicado ahora al tridngulo rectan-
gulo isdsceles que se muestra en la figura 6, se tiene que la suma del
cuadrado de los catetos, en este caso de longitud idéntica, esta dada
por la siguiente igualdad:

x? +x% =h?,

donde x denota simbédlicamentelalongitud de cada uno delos catetos
y h denota la longitud de la hipotenusa. Esto lleva en consecuencia a
la igualdad dada por

2 x x% = h2.
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Dividiendo ahora ambos lados de esta igualdad por el término x?:

2xx? W
x? x?
olo que es lo mismo:
hz
X

Entonces, sacando la raiz cuadrada de ambos lados de la igualdad se
llega a la igualdad siguiente:

ﬁz\@:%.

Dado que la raiz cuadrada del cuadrado de un cierto nimero es pre-
cisamente dicho nlimero, se tiene en consecuencia que
h
V2=-,
X

lo cual finaliza la demostracion. O

Este resultado es muy interesante, ya que demuestra la existencia de
una constante, en este caso un nimero irracional, como propiedad fun-
damental de todos los triangulos isosceles.

Se podria entonces decir que, en cierto sentido, la raiz cuadrada de 2
representa a los triangulos is6sceles ante la sociedad de los objetos mate-
maticos, es su carta de presentacion.

La demostracion que se ha presentado llevo a los matematicos de la
Antigua Grecia a explorar la existencia de esta clase de constantes asocia-
das a otras figuras geométricas y lo que hallaron sigue asombrandonos
hasta el dia de hoy.'® En efecto, la mas famosa de estas constantes es, sin
lugar a dudas, el nimero que se representa mediante la letra griega 7t (pi),
que es el cociente de la circunferencia de cualquier circulo dividida por
su diametro; es decir:

Circunferencia de un circulo dado
T =

Diametro de dicho circulo

16 Ademas de actuar como puente de conexidn entre dos intervalos de ndmeros racionales —en
el sentido postulado por Julius Wilhelm Richard Dedekind—, el que un nUmero irracional carac-

terice a una familia de objetos geomeétricos, tal y como acontece con \/5 lleva necesariamente a
preguntarse si éste no es el caso para todos los nimeros irracionales.
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K Recuadro 28. 77 \

La historia de la constante matematica pi, representada mediante
la letra griega 71, es muy interesante. Aparece en métodos numeéri-
cos que se desarrollaron en Babilonia y en Egipto en el contexto del
calculo del area del circulo, mucho tiempo antes de que los matema-
ticos de la Antigua Grecia se interesaran en ella. En el famoso pa-
piro Rhind (elaborado hacia el afio 1550 a.C.) —cuya mayor parte
se encuentra en el Museo Britanico en Londres, Inglaterra, institu-
ci6n que lo adquiri6 dela coleccidon del anticuario escocés Alexander
Henry Rhind (1833-1863) en 1865 tras el fallecimiento de él, quien
a suvezlo habia comprado en Luxor, Egipto, en 1858— se provee una
féormula para el calculo del area de un circulo, la cual da unvalor apro-
ximado para 7t de 3.1605. Se considera que la primera demostraciéon
para su computo se debe a Arquimedesy esta incluida en su tratado
Sobre la medida del civculo. E1 método de computo se basa en la aplica-
cion del teorema de Pitagorasy enlainsercion de poligonos regulares
en el circulo, mediante lo cual se obtiene un valor que se halla entre
%, lo cual se escribe como 3% << 3%. El

uso del simbolo 7T para representar este nimero fue introducido por

el matematico inglés William Oughtred (1574-1660) en el siglo xviI.

Fue Johann Heinrich Lambert (1728-1777), quien demostr6 en el si-

glo XvIII que el nimero 77 es un nGmero irracional, lo cual comparte

\_con el nimero \/E )

3 enteros % y 3 enteros

Elrecuadro 28 estd dedicado a esta constante, la cual sigue intrigando
y fascinando hoy en dia a mucha gente.

Paralos matematicos de la Antigua Grecia el nimero 7t fue muy atrac-
tivo como constante, debido a que en cierto sentido caracteriza al circulo,
forma que consideraron como perfecta. El lector curioso podra dedicar
algunas horas a la lectura de la conocida novela El péndulo de Foucault,
obra en la cual el pensador italiano Umberto Eco (1932-2016) se sirve en
la trama, articulada en torno a una critica satirica al pensamiento esoté-
rico, tanto del circulo como de 77. Enlo que sigue me serviré de esa celebre
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constante para abordar la relaciéon que algunas personas creen percibir
entre las matematicas, lo bello y lo mistico. Esto como un complemento
alo que he expuesto hasta ahora.

BELLEZAY MISTICISMO

En el afio 2015 el famoso matematico estadounidense Steven Strogatz
(nacido en 1959), publico el texto “;Por qué Pi Importa?” (en inglés, “Why
Pi Matters”), en la revista The New Yorker, el 13 de marzo de 2015,7 en el
cual de manera poética afirma que “La belleza de pi se debe en parte a que
pone a nuestro alcance el infinito”.

Con su frase nos indica que los digitos de pi, cuando se expresan en
notacion posicional decimal, siguen y siguen sin que nunca muestren un
patron; a saber:

3.14159265358979323846264338327950288419716939937510 ...

Al menos no lo presentan hasta ahora para los digitos que han sido de-
terminados. También Steven Strogatz escribe que los digitos siguen por
siempre, apareciendo uno tras del otro de manera aparentemente aleato-
ria, aunque agrega: “...excepto que esto no es posible, porque encarnan el ovden
inherente a un civculo perfecto”. Esta frase de Steven Strogatz muestra lo di-
ficil que es aceptar, incluso para mentes privilegiadas como la suya, que
el azary el orden puedan convivir sin conflicto. ;Por qué no puede reinar
lo aleatorio en los digitos decimales que sustancian al nimero pi, por mas
que este namero defina la esencia perfecta de los circulos? Negar esto de
entrada tiene algo de soberbio. ;No es cierto?

Steven Strogatz menciona en su texto uno de los métodos conocidos
para computar el valor de pi, que consiste en multiplicar por 4 el resulta-
do de la serie infinita:

17En algunas universidades estadounidenses, entre ellas el mundialmente famoso Instituto Tec-
nolégico de Massachusetts, se festeja el 14 de marzo el dia de pi, puesto que se representa dicho
ndmero de manera aproximada como 3.14 en notacién decimal. El festejo suele incluir el consu-
mo de un pay, que en inglés se pronuncia exactamente como el numero pi. Ademas, el escrito
de Steven Strogatz se justificaba porque el 14 de marzo de 2015 se puede escribir como 3.1415,
es decir, con dos digitos mas. Para él y para los enamorados de este numero el 14 de marzo del
afo 2015 fue un dia muy especial.
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1 1 N 1 1 N 1 1 N
35 7 9 11 ’
en la que intervienen todos los nimeros impares. De manera compacta,

el valor de pi utilizando este método esta dado por
oy

Esta formula se le debe al coinventor del calculo, Gottfried Wilhelm
Leibniz, quien la public6 en 1676. El descubrimiento de métodos como és-
te no deja de ser impresionante, y eso explica el porqué del atractivo que
nimeros como pi tienen para muchos individuos, més alla del universo
de los matematicos profesionales.

El enamoramiento de muchos por pillev) al cineasta estadounidense
Darren Aronofsky a dirigir su pelicula Pi en 1998, un thriller de ciencia
ficcidn en el que los digitos del nimero poseen informacién importante.
En el epilogo de la novela Contacto (Plaza & Janés, 1985) del conocido pla-
netélogo estadounidense y divulgador de la ciencia Carl Sagan, llevada al
cine en 1997 por Robert Zemeckis, la protagonista busca en los digitos de
pi mensajes ocultos, lo que la lleva a explorar otros nimeros irracionales
significativos.

Como puede uno darse cuenta, la tentacion del misticismo nunca es-
ta muy lejos cuando de nimeros misteriosos se trata. Este fen6meno so-
cial tiene mucho que ver con cuestionamientos recurrentes en torno a la
relacién entre las entidades matematicas y la realidad. La pregunta sub-
yacente es ésta: json reales las entidades matematicas?

La respuesta a esta pregunta no goza ni ha gozado de unanimidad in-
cluso entre los matematicos profesionales, tal como lo expongo en el re-
cuadro 29. La tentacion mistica se presenta cuando se entrecruza el
deseo de que exista algo mas alla de la realidad tangible con el misterio-
so universo de las entidades matematicas. Para algunos es a través de
conocimientos de indole matematica como se abre la puerta de acceso
a ese mas alla. Eso explica el secretismo que en su tiempo caracterizo a
la escuela de Pitagoras y que todavia hoy en dia influye en ciertas co-
rrientes del pensamiento pseudo-cientifico, que propugnan el uso de la
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K Recuadro 29. Realismo matematico \

Existen dos visiones diferentes y encontradas en torno a la rela-
cion de las entidades matematicas y la realidad (comprendida en
el sentido ontoldgico como lo que existe independientemente del
pensamiento y de la percepcion): el realismo matematico y el anti-
realismo matematico. Para el realismo matematico la existencia de
los objetos matematicos es independiente y previa al conocimien-
to que tenemos de ellos. Esto es, los objetos matematicos son reales.
En tal sentido el matematico no inventa sino que descubre. Para la
vision antirrealista las teorias matematicas no poseen una ontolo-
gia, esto es, no proporcionan descripciones verdaderas de ninguna
parte del mundo. Estas dos visiones no poseen corrientes Ginicas
del pensamiento. Algunos partidarios del realismo matematico se
inscriben en una perspectiva de corte platonico y defienden la exis-
tencia de una realidad de las abstracciones y de los conceptos. Una
de las corrientes del pensamiento antirrealista tiene su origen en
el tratamiento filosofico del filosofo austriaco Ludwig Josef Johann
Wittgenstein, quien sostuvo en su famosa obra Tractatus Logico-
Philosophicus que las proposiciones matematicas no estan asociadas
ala realidad (como lo estarian las declaraciones de la fisica) y que la
verdad matematica es de naturaleza no referencial y puramente sin-
tactica. Desde esta perspectiva el conocimiento matematico resulta
ser un invento en el que la ruta del razonamiento seguido al cons-
truir una demostracion no le es preexistente. Se suele afirmar que la
mayoria de los matematicos aceptan el realismo matematico, aun-
que no existen evidencias empiricas de ello que sean accesibles. Sin
duda esta tematica puede ser de gran interés para los socidlogos de
Kla ciencia. )

numerologia'® como un supuesto medio para predecir el futuro. No deja
de sorprender que numerosas personas, incluyendo entre ellas a muchas

18 5e dice que una creencia estd inscrita en la numerologia cuando asocia una relacién mistica
entre un cierto nidmero y algunos eventos coincidentes.
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3.1415926535897932384626433832
7950288419716939937510582097494459
23078164062862089986280348253421170

67982148086513282306647093844609550

5822 31 72
5§35 9 4 08
12 8 4 81
11 7 4 50
28 4 1 0 2
701 9 3
852 110
555 964
462 294
895 493
038 1964
4288 1097
5665 9334
4612 8475
6482 33786
7831 65271
20190 91456
48566 92346
03486 104543
26648 213393
6072 60249
141 27

Figura 7. 300 digitos de 7T
Esta figura concierne la representacion del nimero 7t en base 10 y muestra los primeros
300 digitos. Se basa en una elaborada por el usuario Mutaz del servicio localizado en
https://tex.stackexchange.com/questions/545570/coloring-the-digits-of-pi.

que han recibido educacion superior, padezcan hoy en dia del disenso
cognitivo que los lleva a buscar las pistas del futuro en los niimeros. La

magia nunca esta demasiado lejos de la vida cotidiana.
Finalizo este capitulo con la ilustracién mostrada en la figura 7, que

provee un ejemplo de la clase de estimulos creativos que acompafian a

los nimeros irracionales.
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Teorema 6. La media geométrica
de dos niumeros positivos es menor
o igual a su media aritmética

Promediar dos cantidades dadas es una practica intuitiva que indudable-
mente pertenece al sentido de los nimeros que, en general, todos traemos
como parte de nuestro bagaje cognitivo. La declaracién matematica que
atafie al presente capitulo esta asociada justamente con el concepto de
la promediacion. Al representar las dos cantidades referidas por medio
de nGmeros, ;qué significa promediarlos? Antes de abordar esta cuestion
es importante puntualizar que existe mas de una manera de promediar
cantidades olos nimeros correspondientes que los representan. Para cla-
rificar este asunto, considere un par de nimeros reales positivos dadosy
representados simbodlicamente mediante las letras minGsculas italicas a
y b, por lo cual el par se representa como (a,b). Entonces, su media geo-
meétrica esta definida como la raiz cuadrada de su producto, lo que expre-
samos asi:
Media geométrica de (a,b) := Va xb.

Para facilitar la comprension de este concepto considere el ejemplo si-
guiente:

EJEMPLO 6. Sean los dos niimeros positivosa = 2 yb = 8. La media geométrica
de estos dos nitmeros esta entonces dada por

Media geométrica de (2,8) = Y2 x 8 = \/E =4.

Esto significa que el niimero 4 vepresenta a2 y a 8 en términos de la media geo-
métrica que les corvesponde. En este caso también se puede decir que el nitmero
4 es el promedio geométrico de los niimeros?2 y 8. [ ]
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Ademas de la media geométrica de un par de nimeros (o de un con-
junto de ellos, como se vera mas tarde), también existe la asi denominada
media avitmética. Esta esta dada por lo que resulta cuando los dos name-
ros que nos interesan, es decir, 2 y b, son sumados y el resultado de la
suma se divide entonces entre dos; a saber:

a+b
>
Esto es justamente lo que se suele reconocer popularmente como el pro-

medio delos nimerosayb. Ejemplificando con los nimeros especificados
precedentemente:

Media aritmética de (a,b) :=

EJEMPLO 7. Parael casoa = 2y b = 8 se tiene que

2+8 10
Media aritmética de (2,8) = —— =5 = 5.
Asi pues, el niimero 5 es el promedio aritmético de los niimeros2 y 8. [ |

Una vez introducidos los conceptos de media geométrica y de media
aritmética, es natural formular el cuestionamiento siguiente: ;qué rela-
cion guarda la media geométrica con la media avitmética?

Como puede verse, paralos dos nimeros considerados en los ejemplos
precedentes, esto es,a = 2y b = 8, se tiene que se pueden representar
por medio de sus promedios geométrico y aritmético. Ademas, se advier-
te que la media aritmética, esto es, 5, es mayor que la media geométri-
ca correspondiente, es decir, 4. ;Es posible generalizar esta constatacién
a cualesquiera dos nimeros positivos? Es justamente la respuesta a esta
pregunta lo que atafie a este capitulo.

La declaracion matematica que se demostrara en este capitulo da res-
puesta positiva al cuestionamiento precedente al establecer que la des-
igualdad siguiente es satisfecha, esto es la declaracién afirma que para
todo par de nimeros positivos (2, 8) es cierto que

Media geométrica de (a,b) < Media aritmética de (a,b);

es decir:

\/axbsa;b.
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A b B (@) a D

Figura 8. Media geométrica
La figura proporciona la demostracion visual de la desigualdad yVa x b < (a + b)/2. El didme-
tro del semicirculo esigual a AD =a+ by su radio esta dado entonces por (@ + b) /2. Puede
notarse que el tridngulo AACD es un triangulo rectangulo, lo cual se desprende como con-
secuencia directa del teorema de Tales. Note que los triangulos AABCy ACBD son tales que
x/b = a/x, lo cual significa que x = ya x b, esto es, la media geométrica de ay de b.

El simbolo < en esta expresion significa que la cantidad indicada a la iz-
quierda es menor o igual que la cantidad indicada a la derecha. Como se
vera4, esta declaracién matematica es muy facil de demostrar de mane-
ra directa via un elegante argumento de indole puramente geométrica,
siguiendo para ello el razonamiento deductivo formal inventado por los
matematicos de la Antigua Grecia.

La demostracidon que se presentara mas adelante involucra la partici-
pacion de una declaracién matematica famosa a la que se conoce como
el teovema de Tales, a saber:

Todo triangulo inscrito en un circulo y que tiene como uno de sus lados
al diametro de dicho civculo es un triangulo rectangulo, esto es, uno de
sus angulos es igual a 90°.

Esta célebre declaracidon matematica corresponde a la proposicién 31 del
libro 111 de los Elementos de Euclides. Suele atribuirsele a Tales, conside-
rado por muchos estudiosos como el primer matematico, quien la habria
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demostrado en el sentido que concierne al presente capitulo, aunque tam-
bién se ha atribuido a Pitagoras. Histéricamente, esta declaracién mate-
matica es la primera que se atribuye a un individuo especifico. Debido
a que proporciona un medio para construir tridngulos rectangulo, algu-
nos consideran que se utilizé con fines arquitectdnicos en el Egipto An-
tiguo,!” donde Tales habria observado su uso practico durante los afios
que vivi6 alli, entre los siglos vi1 y vI antes de nuestra era. Junto con el
teorema de Pitagoras, el de Tales es uno de los enunciados matematicos
incluidos en la ensefianza de las matematicas alos alumnos que se hallan
en la Gltima fase de la educacion media (esto es, la escuela secundaria).
Procedo ahora con la demostracién que concierne a este capitulo.

DEMOSTRACGION
Considere la figura 8, la cual muestra un triangulo inscrito en una
semicircunferencia de diametro:

AD =a+b.

Como puede verse, el desplazamiento del punto C a lo largo del arco
que delimitala semicircunferencia modifica el valor de la longitud de
lalinearecta que une al punto B con el punto C, cuya longitud es deno-
tada simbolicamente como x yla cual es perpendicular alalinea recta
que une a A con B. Note que esta longitud corresponde a la altura de
un triangulo rectangulo, sin importar donde esté colocado C en el ar-
codela semicircunferencia. Esto es resultado directo de la aplicacién
del teorema de Tales. Como se hace notar en el texto de la leyenda de

la figura:
x=+vaxb,

es decir, x corresponde a la media geométrica del par (a,b), lo cual
implica que a lo mas x puede igualar a la media aritmética del par
(a,b) dada por (a + b) /2, cuando el punto C coincide con el punto E,

19 Uno puede imaginarse facilmente su uso en el proceso de construccién de edificios de base cua-
drada, por ejemplo, tales como la celebre Pirdmide de Guiza (también denominada Pirdmide de
Keops, en nombre del faradn egipcio que ordend su construccién, a cargo del arquitecto He-
miunu). Seguramente Tales se asombro al contemplar dicho monumento funerario construido
hacia el siglo xxvI antes de nuestra era.
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caso en el cual se tendria que ay b son iguales. Esto finaliza la demos-
tracion. O

Como puede verse con la demostracion precedente, simple y elegante,
la geometrizacidon de las relaciones que se dan entre cantidades facilita la
construccién de argumentos racionales. Para completar la exposicion en
curso incluyo a continuacion lo que corresponde a la relacion que guar-
dan entre si las medias aritmética y geométrica, haciendo intervenir a
la asi denominada media armonica'y aprovecharé para mostrar posterior-
mente como los matematicos de la Antigua Grecia se sirvieron de estos
conceptos matematicos para dar inicio a la teoria musical en Occidente
y con ello enriquecer su experiencia del sonido.

LA MEDIA ARMONICA

La media geométrica y la media aritmética se relacionan, para el caso
en que los nimeros ay b son estrictamente positivos, mediante lo que se
denomina como media armodnica, que se define como

axb
a+b

EJEMPLO 8. Enelcasoa = 2yb = 8, se tiene que la media armonica esta dada
por

Media arménica de (a,b) := 2 x

Medi smica de (2,8) = 2 x 8 16 32
edia armonicade (2,8) =2x —— =2%x — = —,
2+8 10 10
esto es, 3.2 en notacion decimal. [ ]
Representando simbolicamente a las medias como
M, : Media aritmética de (a,b);
Mg : Media geométrica de (a,b);
My : Media arménica de (a,b);

se puede demostrar que
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En efecto:
Mg vaxb
MGX(ATA>_\/aXbX(—(a+b)/2)
B Vvaxbxyaxb
- a+b
2
_2xuxb M
N a+b H

Note que de esta expresion se sigue que

MG = \,MA XMH,

siempre y cuando ay b sean estrictamente positivos.

EJEMPLO 9. Paraelcasoa = 2yb = 8 se tiene que

32
MA:5/ MH:E

yen consecuencia:

32 32 32
VMAXMH_JSXE_JSXW_ 7—\/1_6—4,

que corrvesponde a la media geomeétrica, tal y como ya se habia determinado pre-
cedentemente. ]

Se puede demostrar ademéas mediante métodos geométricos que para
ay b estrictamente positivos se satisface la expresion siguiente:

My < Mg < M,.

Dejaré que el lector se divierta demostrando esta desigualdad. En pala-
bras se dice entonces que la media geométrica esta acotada:

- por arriba por la media aritméticay

- por abajo por la media armoénica.
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Considerando los valores de a y de b que se han utilizado en los ejem-
plos precedentes:

EJEMPLO 10. Paraelcasoa =2yb = 8setieneMy =32, Mg =4yM, =4,
por lo que se satisface efectivamente que

32<4<5. [ |

El lector notara que para el caso en el que a y b, positivos, son iguales
las tres medias coinciden.

Conviene aqui formular el cuestionamiento siguiente: ;qué pasa cuan-
do se tienen mas de dos niimeros positivos?

La declaracidon matematica que viene de demostrarse se puede gene-
ralizar para mas de dos nimeros positivos; esto es, para un conjunto de
n nimeros reales positivos:

{x1,%p,%3,X4, ., X, }

La media aritmética esta entonces dada por
Media aritmética de (xy,x,,...,%,) := le-

y la media geométrica es igual a

=

n
Media geométrica de (x,x,,...,%,,) := ( X

donde
. n
- lacantidad [ [,_, x; denota el producto x; x Xp X X3 X Xg X == X X,
1
. n n P ’ n .
- la cantidad (Hizl xi) " denota la n-ésima?° raiz de [ ],_, x;; esta canti-
.2 n n
dad también se puede representar como \/ [1,q x5

. n -
- la cantidad ) ._, x; representa como antes la suma de los nimeros x;,
con i tomando valores desde 1 hasta n.

20 La n-ésima raiz de un ndmero positivo, digamos X, denotada ¥X es un ndmero, digamos y, tal
que y" = x. Por ejemplo, la raiz cubica del nimero x, denotada ¥X satisface ¥x x ¥X x IXx = x.
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Asi, se satisface la desigualdad:

Media geométrica de (xq,x5,...,X,,)
< Media aritmética de (xq,x5,...,X,,),

y para niimeros estrictamente positivos se puede demostrar —lo cual no
se hara aqui— que

~

i=1""

donde el término de la izquierda corresponde a

n

—
1

P

i=1

Media arménica de (xq,x,,...,X,) :=

Note que la exigencia de que los nimeros sean estrictamente positivos se
establece para evitar divisiones por cero.

Tantola media aritmética, comola media geométricayla media armoé-
nica se utilizan en la practica para computar un niimero que represente
en un sentido bien definido todos los nimeros de un conjunto numérico
determinado. La media aritmética es en ese sentido la mas intuitiva; por
ejemplo, cuando se usa para cuantificar la estatura promedio o el peso
promedio de un grupo de personas. Tiene entonces un significado esta-
distico muy claro. En cuanto a la media geométrica, es menos intuitiva
en términos estadisticos, aunque tiene algunas ventajas con respecto a la
media aritmética cuando se aplica para computar un nimero representa-
tivo de un conjunto de cantidades dadas, todas positivas. A diferencia de
la media aritmética, la media geométrica es menos sensible a los valores
extremos en el conjunto, aunque una de sus desventajas radica en que si
una de las cantidades del conjunto es muy pequefia, la media geométrica
serd muy pequefia, y en el caso en el que una de las cantidades sea nula,
la media geométrica serad entonces igual a cero, lo cual no ocurre con la
media aritmética. En cuanto a la media arménica, ésta (restringida a
nlmeros estrictamente positivos) usualmente se emplea para computar
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un namero que representa el promedio de un conjunto de cantidades, ca-
daunade ellas representando el cociente de dos cantidades con unidades
distintas (velocidades medidas como cocientes de distancias recorridas
sobre los intervalos de tiempo asociados, por ejemplo).

En términos de su utilidad, las medias aritmética, geométricay armo-
nica fueron utilizadas enla Antigua Grecia en el contexto del estudio dela
musica desde el enfoque matematico. A continuacion, trato este asunto
como complemento a lo que he expuesto hasta ahora. Por medio del com-
plemento musical ilustraré como los pensadores de la Antigua Grecia se
sirvieron de sus indagaciones matematicas para enriquecer su experien-
ciadelaapreciacion del sonido en el contexto de la masica, y con ello dar
origen a una manera de sistematizar la creacidén musical, iniciando una
de las tradiciones artisticas mas antiguas en Occidente, la que atafie la
vinculacién entre el conocimiento matematicoyla composicién musical.
Espero que el lector disfrute la exposicién que viene a continuacién.

LAS MEDIAS PITAGORICAS Y LA MUSICA

A las tres medias que vienen de ser presentadas, esto es:
- la media aritmética,

- lamedia geométricay

. la media armonica,

selasdenomina enlaliteratura matematica las medias pitagorvicasy —como
puede deducirse de su nombre— fueron estudiadas en la Antigua Grecia.
Esto tuvo lugar en tiempos de Pitagoras en el siglo vi antes de nuestra era
mediante el uso de proporciones, esto es, relaciones de igualdad entre co-
cientes de dos cantidades dadas. El estudio pitagdrico de las medias se
dio tanto en el contexto de la exploracion de los objetos geométricos co-
mo en el de la validacion racional del placer que se obtiene en la escucha
musical. En ambos casos, la perspectiva pitagdrica se sirvi6 de las medias
para asociar la abstraccidén matematica con la percepciéon. Me permito
ilustrar esto a continuacién mediante la revisioén del concepto de la quin-
ta perfecta (o quinta justa), que denota uno de los intervalos musicales que
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K Recuadro 30. Percepcion y propiedades de la musica \

En el contexto de la mGsica occidental institucionalizada se recono-
cen cuatro propiedades de los sonidos: la altura, la duracion, el volu-
men 'y el timbre. La altura corresponde a una propiedad perceptual
que permite el ordenamiento del sonido en una escala frecuencial y
con ello la calificacion de un sonido dado como alto o bajo. Se dice
que un sonido dado es mas alto que otro si la sefial actistica corres-
pondiente posee mayor frecuencia. La duracidn se refiere al tiempo
en que se mantienen las vibraciones del sonido. El volumen es una
medida puramente subjetiva de la presion del sonido y permite uti-
lizar una escala que cuantifica el sonido de tranquilo a ensordece-
dor. El concepto perceptual de volumen difiere de la nocién, propia
del contexto de la ciencia fisica, de intensidad del sonido, la cual
cuantifica la potencia actstica transportada por las ondas sonoras
por unidad de superficie medida perpendicularmente a la direccién
de transferencia. La potencia, por su parte, corresponde a la ener-
gia trasmitida a lo largo del tiempo. En cuanto al timbre, es la pro-
piedad perceptual del sonido que permite identificar el instrumento
musical que lo produce. Estas cuatro propiedades (la altura, la dura-
cidn, elvolumeny el timbre) estan asociadas a propiedades fisicas de
las ondas actsticas, aunque definidas en términos perceptuales, lo
cual implica la inclusion de criterios subjetivos. La misica es uno de
los territorios privilegiados donde la subjetividad de la percepcion
(propia de la experiencia humana de las piezas concebidas por
las artes) y la objetividad de la ciencia, en particular la fisica y las
kmateméticas, interactian de manera simbidtica. )

separan a un determinado par de alturas. En el recuadro 30 incluyo de
manera sucinta los conceptos basicos de la miisica desde la perspectiva
occidental, haciendo hincapié en la relacidon que existe entre los concep-
tos occidentales asociados a la miisica y la percepcio6n.

Conviene mencionar que, dados dos cocientes, esto es, dos niimeros
racionales o dos fracciones —por ejemplo a/by c/d, donde a, b, c y d, son
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Quinta3:2

Octava2:1

Figura 9. La quinta perfecta y el monocordio
La linea horizontal representa la cuerda del monocordio, fija en sus extremos, dividida en
12 tramos idénticos. Si se hace vibrar la cuerda, la frecuencia del sonido resultante es la
frecuencia base del monocordio, esto es f. Si se fija la cuerda justo por el medio, y se hace
vibrar al segmento que va de 0 a 6, el sonido tendré una frecuencia igual a 2 x f. Entonces
se dice que la nota resultante se halla a una octava de la frecuencia de base. De manera
similar si se fija la cuerda en el punto que se encuentra a 2/3 de su longitud (esto es, en
el punto 8), el segmento resultante vibrara a una frecuencia igual (3/2) x f. Esta nota (es
decir, esta frecuencia) estd entonces una quinta por encima de la nota correspondiente a la
frecuencia f.

nGmeros enteros positivos—, la nocién de proporcion se utiliza para decir
que ambos cocientes son iguales, esto es:

a ¢
b d
lo cual también se denota como
a:b=c:d.

Tomando entonces en cuentalo que expongo en el recuadro 31, dedica-
do ala perspectiva geométrica de la mtsica enla Antigua Grecia, la conso-
nante musical a la que se denomina quinta corresponde a un cociente de
frecuencias de 3 : 2y consiste en un intervalo entre dos notas separadas
por cinco grados. ;Como se llega a este cociente? Se calcula mediante una
media aritmética. El procedimiento para hacerlo es el siguiente (véase la
figura 9):

- se divide la cuerda del monocordio en 12 partes iguales;

. se toma la octava como el cociente 12 : 6;
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do sol

Figura 10. Separacién entre do y sol en el piano
Esta figura representa la cuarta octava completa en el teclado del piano que contiene a la
nota sol, que se encuentra a una quinta por encima de la nota do central.

- se toma la quinta perfecta como la media aritmética de 12y 6, esto es:

12+6_ 18

5 =37

De esta manera se obtiene el cociente 9 : 6, que puede reducirse entonces
a 3: 2, dividiendo cada lado de la proporcién entre 3.
Para dos notas dadas cuyas frecuencias, f; y f,, satisfacen:

fZ >f1/

es decir, f, es estrictamente mayor que f;, se dice que la frecuencia f, esta
una quinta por arriba de f; si

(2o

frifi=3:2.

Ilustro a continuacion estas ideas mediante un ejemplo.

Esto es:

EJEMPLO 11. Seaf; = 261Hz, esto es, 261 ciclos por sequndo, la frecuencia de
la nota do en la notacion latina en la asi denominada escala tonal de do mayor.
Esta nota corvesponde al do central del teclado del piano, como se muestra en la
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K Recuadro 31. Geometria y musica en la Antigua Grecia \

Los nimerosirracionales tuvieron un papel central paralos matema-
ticos de la Antigua Grecia al explorar la relaciéon entre conceptos
matematicos, naturalezay pensamiento. Siendo la percepcién el pro-
ceso esencial através del cual la mente humana obtiene informacion
de su entorno fisico, pensadores tales como Pitagoras, Euclides, Pla-
tony Aristoteles, para nombrar a los principales, se sirvieron de con-
ceptos matematicos para construir interpretaciones teéricas que li-
gaban el pensamiento con la percepcién. Uno de los aspectos que mas
les interes6 fue el de la msica: la organizacion sensible y cohevente de
combinaciones de sonidos y silencios. Los pitagdricos, explorando con el
monocordio, una cuerda atada a un puente mévil que permitia cam-
biar la frecuencia de vibracién —es decir, el tono—, inventaron inter-
valos musicales que se pueden expresar mediante cocientes de los
primeros cuatro nimeros enteros: 1,2, 3,4. Las consonantes mas im-
portantes en la musica griega antigua (esto es, las combinaciones de
sonidos que les fueron placenteros), la octava, la quinta y la cuarta
se producen a partir de las proporciones2 : 1,3 : 2y 4 : 3, respecti-
vamente. En lo que respecta al monocordio, se divide la longitud de
la cuerda a la mitad y el tramo que se hace vibrar lo hace ahora al
doble de frecuencia que la cuerda no dividida, esto eslo que significa
la proporcidén 2 : 1 (la frecuencia es inversamente proporcional a la
longitud dela cuerda), que en la masica occidental se divide luego en
ocho grados. Tomando relaciones entre sonidos y cocientes numéri-
cos, utilizados para describir tales sonidos, se sentaron en la Antigua
Grecia las bases de una teoria musical sobre la cual se construyo el
canon musical tonal, que se estandarizé en Europa hacia 1600 con
el desarrollo de la musica barroca, y esto incluy6 la introduccién
de métodos algoritmicos de composicidn, lo cual alcanzaria su cum-
bre con el Arte de la Fuga del mlsico aleman Johann Sebastian Bach
(1685-1750). La unidén de la subjetividad a las indagaciones matema-
ticas, unida a tradiciones culturales, sigue siendo motivo de explora-
Kcic’)n musical en el contexto de la musicologia. )
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figura 10 (la nota do central corvesponde a la nota C, en la notacion anglosajo-
na). En el vecuadro 32 abordo los origenes de los nombres de las notas musicales.
Entonces:

3 3
= (E) xf, = (E) x 261Hz = 391.5Hz,

que corresponde aproximadamente a la frecuencia de la nota sol en la misma
escala; la frecuencia exacta de la nota sol es de 391.1Hz. Asi pues, se dice que la
nota sol estda una quinta por encima de la nota do. [ ]

Tomando en cuenta lo expuesto en el ejemplo precedente, ;qué pasa
al aplicar la proporciéon % a la nota sol? En tal caso:

3 3
3 X fy = 3 x 391.5Hz = 587.25 Hz,

que corresponde aproximadamente a la frecuencia de la nota re en la
cuarta octava de la gama temperada. Esto significa que esta nota esta dos
quintas por encima de la nota do. De esta manera, partiendo del do cen-
tral la asi denominada escala diatonica se construye encadenando cinco
quintas consecutivas por encimay una quinta por debajo, lo cual da lugar
a las notas siguientes:

fa <do— sol - re - la - mi - si ,

2" f 3 3\ 3\ 3" 3\

< f 03 (3] (5 (5 ()
indicando en cada casola frecuencia que corresponde a cada nota a partir
de la frecuencia de la nota do. La flecha orientada hacia la derecha entre
dos notas significa que se va de una nota dada a otra que esta una quinta
hacia arriba. En cuanto a la flecha orientada hacia la izquierda, significa

que se esta disminuyendo la frecuencia en una quinta. Este conjunto de
notas recibe el nombre de escala diatonica mayor.

MAS ALLA DE LA QUINTA PERFECTA

De manera similar a lo expuesto para la quinta, el intervalo 4 : 3 se obtie-
ne mediante lamediaarménica aplicada alos extremosdelaoctaval2: 6.
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f Recuadro 32. Origenes de los nombres de las notas musicales \

El origen de los nombres de las siete notas en la tradicién latina, a
saber: do, re, mi, fa, sol, la, si, se halla en la primera estrofa de un can-
to gregoriano medieval creado en latin en el siglo vii1 por el poeta y
monje benedictino Paulus Diaconus. Este canto, muy popular en los
monasterios de la época, es un himno a san Juan Bautista y la estrofa
es la siguiente:

Ut queant laxis,
Resonare fibris,
Mira gestorum,
Famuli tuorum,
Solve polluti,
Labii reatum,
Sancte Inannes.

Esta estrofa se traduce aproximadamente al espafiol como:

Para que tus maravillosos logros rvesuenen con el hilo relajado
de nuestros labios, libera del pecado a tus siervos inmundos, oh
San Juan.

El compositor y también monje benedictino Guido de Arezzo tom6o
la estrofa precedente en el siglo X1 e inventd los nombres de las no-
tas musicales (con la finalidad de facilitar la composiciéon musical).
Para ello utiliz6 la primera silaba del inicio de cada semiverso para
las primeras seis notas: Ut, Re, Mi, Fa, Sol, La. Para la Gltima, esto es
Si, utiliz6 la primera letra de Sanctey de Ioannes. ;Por qué utilizo es-
te canto? Porque tiene la particularidad de subir de tono al inicio de
cada uno de los primeros hemistiquios. La progresion del canto im-
plica entonces recorrer la escala tonal. En el siglo xv1 se cambi6 Ut
por Do, tomando la primera silaba de la palabra en latin Dominus (en
Kespaﬁolz el “Sefior”), porque era complicado utilizarla en el solfeo. )
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La media geométrica por sulado da lugar a lo que se conoce como quinta
disminuida y hace intervenir al terrible nGmero irracional \/E En el con-
texto dela composicion musical que sigue el canon tonal se han elaborado
a lo largo del tiempo métodos que se sirven de calculos simples, como el
que se aplica para construir la escala precedente, para obtener sonidos si-
multaneos o sucesivos consonantes, esto es, subjetivamente placenteros.
Aqui conviene puntualizar que el oido de los melémanos ha sido educado
parareconocer tales consonanciasy sentir placer al hacerlo. Sin embargo,
a los fanaticos del trash metal, que en términos musicales utiliza muchas
notas que no tienen nada que ver con la tonalidad, les tiene muy sin cui-
dado la construccién pitagorica de las escalas musicales. El placer es en
gran medida un constructo social.

MATEMATICAS Y MUSICA HOY EN DiA

Para finalizar con este capitulo, reitero que se puede constatar con facili-
dad que algunos de los conceptos matematicos que se formalizaron en la
Antigua Grecia siguen presentes en la cultura contemporanea. En el caso
de la musica occidental esto es por demas obvio, aunque esto no significa
enlo mas minimo que la miisica sea una parte de las matematicas, como
suelen afirmarlo de tiempo en tiempo matematicos profesionales practi-
cantes de la miisica. Sin embargo, se puede afirmar que la misica clasica,
a la que también se denomina musica académica, estd impregnada del
matematicismo pitagdrico. En Occidente esta asociacidon entre matema-
ticasy misica tiene una expresion contemporanea muy clara en lo que se
denomina msica generativa, un concepto originalmente debido al ma-
sico britanico Brian Eno, quien lo acufi6 en 1995, que llega a servirse de
la composicion algoritmica ejecutada por computadoras digitales. El uso
de computadoras digitales en el proceso de creacién musical incluye hoy
en dia exploraciones en torno a la improvisacion asistida por técnicas de
inteligencia artificial. Aqui aparece un cuestionamiento importante:

;Se puede automatizar la improvisacién en la misica? La respuesta a
esta pregunta es abordada por la perspectiva de indagacion cientifica que
sereconoce como las ciencias de la complejidad. No se tiene hasta ahorauna
respuesta.
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Esosinlugar a dudas habria sorprendido a mas de uno de los matema-
ticos griegos que exploraron larelacion entre geometriay masica, aunque
quizas no tanto al matematico e ingeniero inventor de autématas Ctesi-
bio, quien cred en el siglo 111 a.C. el hydraulis, 6rgano hidraulico, el primer
instrumento musical de teclado, que el Imperio romano difundiria en la
cuenca del Mediterraneoy que, a través de un proceso cultural evolutivo,
llevaria al instrumento en el que se expresaria el asombroso virtuosismo
musical de Johann Sebastian Bach en el siglo Xvii1y al érgano electrdni-
co transistorizado del cual se serviria el miisico y cineasta Ray Manzarek,
cofundador, con Jim Morrison, de la banda estadounidense de rock The
Doors entre 1965y 1973.

Dejo este capitulo con la misica de los Doors en mi mente y me dirijo
ahora hacia el territorio de los nimeros primos:

You know that it would be untrue
You know that I would be a liar
If I was to say to you

Girl, we couldn’t get much higher

Come on, baby, light my five
Come on, baby, light my fire
Try to set the night on fire

«Light My Fire», cancion de la banda estadounidense The Doors (1966).
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Teorema 7. La factorizacion en
numeros primos de un niumero
natural existe y ademas es Unica

He aquila séptima declaracién matematica incluida en estelibro. Debido
a la significacién cultural del niimero 7, elegi para este capitulo un resul-
tado celebre de la teoria de nimeros, la rama de las matematicas que se
dedica precisamente al estudio de los nimerosy parala cual los nimeros
primos han sido desde hace siglos una de las clases de objetos matemati-
cos mas populares.

El nmero 7 es justamente un nimero primo. La declaracion elegida
se conoce en la literatura matematica bajo la denominacién rimbomban-
te de teorema fundamental de la arvitmética, lo cual indica claramente la im-
portancia que los matematicos le han dado al resultado que concierne
este capitulo (si, a muchos matematicos les encanta la solemnidad). Con
respecto a su demostraciéon —y aunque en los Elementos de Euclides se en-
cuentra demostrada una version simplificada de esta declaracion—, se le
atribuye hoy en dia la primera demostracién al celebre matematico pru-
siano Carl Friedrich Gauss, quien la public6 en 1801. En ese afio él tenia
apenas 24 afios de edad e incluy6 la demostracidon en su texto Investiga-
ciones aritméticas, escrito en latin bajo el titulo de Disquisitiones arithmeti-
cae. Antes de proceder a la demostracion, resulta conveniente una breve
explicacidon delo que se entiende por factorizacidon de un niimero natural
y, mas especificamente, de lo que significa la factorizacidon de los nime-
ros naturales en nimeros primos. Para ello me serviré a continuaciéon de
un par de ejemplos.

171



DIEZ TEOREMAS PARA ESTIMULAR TU CREATIVIDAD « TEOREMA 7

EJEMPLO 12. Considere el niimevo natural 1407. Se procede entonces a factori-
zarlo. Tomando en cuenta iinicamente factores positivos,?* no es muy complica-
do establecer que este niimero posee diferentes factorizaciones, es deciy, se puede
representar como el producto de nitmeros naturales de menor magnitud. En es-
te caso todas las factovizaciones del niimero natural 1407 estan dadas por los
siguientes conjuntos de niimeros naturales:

{1,3,469}y, {1,7,201}, {1,21,67}, {1,3,7,67}.
Esto significa simplemente que

1 x 3 x 469 = 1407,
1x7x201 = 1407,
1x21 x67 = 1407,
1x3x7x67 =1407.

Como puede verse, pava cada uno de estos conjuntos el producto de los elementos
constitutivos da el niimero 1407. Note que en cada caso los nitmeros se ovdena-
von del menor al mayor. La particularidad de la tiltima factorizacion, esto es,
{1,3,7,67}, radica en que todos sus elementos, exceptuando el niimero 1, son
niimeros primos, los cuales no admiten ninguna factorizacion; cada uno de es-
tos niimeros solo tiene al 1 y a si mismo como factoves. [ |

La declaracién que concierne a este capitulo se formula de manera
formal como sigue:

Todo niimero natural, digamos n, mayor o igual a 2, esto esn > 2,
se puede descomponer como un producto de factores primos de forma
uinica. Dado que esto es obviamente cierto pava n = 2, se afirma el ve-

sultado paran > 2.

En términos simbdlicos, esta declaracion matematica se expresa de la
siguiente manera:
— ¥ %) X
n=py Xpy” X Xpi,

donde

21 Dado un numero natural, digamos n, se dice que el nimero natural x es factor de n si existe
un ndmero natural p tal que n = p x x. Note que p es también factor de n. El conjunto {x, p}
constituye una factorizacién de n.
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- el nimero natural p; denota el i-ésimo ntimero factor primo de #;

- el entero positivo a; denota la multiplicidad de p;, esto es, cuantas veces
aparece p; como factor;

- el entero positivo i denota el niimero de factores primos distintos.

En el ejemplo precedente
1407 = 3t x p? x p?,

donde
p1=3, p2p=7, p3 =67

ap =1, ay =1, a5 =1.

;Qué pasa cuando factores primos de un nimero natural dado se pre-
sentan con multiplicidades diferentes a 1? Ilustro esta situacién con el
ejemplo siguiente.

EJEMPLO 13. Considere el nitmero 18. En este caso se tienen las factorizaciones
siguientes:
{1,2,9}, {1,3,6}, {1,9,2}, {1,2,3,3}.

En este caso la factorizacion de 18 en niimeros primos esta dada por {2,3,3}.
Esto es:
18 = pi' xpa?,
donde
P1=2, p=3 a1=1, ap =2.
Como puede verse el ntimero primo 3 aparece como factor de 18 con una multi-

plicidad igual a 2. [ ]

Confio en que los ejemplos precedentes sean suficientes para expo-
ner lo que significa la factorizacién de nimeros naturales en factores pri-
mos. Paso entonces ahora a la demostracidn del teorema fundamental de la
aritmética.
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DEMOSTRACION:
En lo que sigue se demuestra el teorema mediante el método de in-
duccion, dividiéndola en dos partes:

PARTE 1: La primera concierne a la demostraciéon de la existencia
de la factorizacidon de todos los nimeros naturales mayores que
2 en nmeros primos.

PARTE 2: La segunda parte concierne a la demostracion de que di-
cha factorizacidon es Ginica.
Procedamos entonces.

PARTE 1: EXISTENCIA
Para esta parte, centrada en demostrar que todo nimero natu-
ral se puede representar como un producto de factores primos,
comienzo por verificar el caso base y posteriormente abordo el
paso inductivo.

Caso base: La factorizacion es verdadera para n = 2, dado que 2 se
puede escribir como
n=2=1x2,

donde 1y 2 sonlos factores de n = 2. Como puede verse, el nme-
ro 2 no es compuesto, ya que solo posee a los nimeros 1y 2 como
factores. Esto es 2 es un nimero primo. Conviene aqui puntua-
lizar que en general para los matematicos el nimero 1 no es un
nGmero primo. Inclui en este capitulo el recuadro 33 para clarifi-
car este punto.

Paso inductivo: Considere que se ordenan los nimeros naturales de
menor a mayor. Supoéngase entonces que el resultado es cierto
para

n=2734,..,k

Si (k+ 1) es un nmero primo se termina con la demostracion.
Si éste no es el caso, (k + 1) tiene un factor primo mas pequeflo,
el cual se denotara en lo que sigue mediante p.

Sea entonces:

k+1=pxN.
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K Recuadro 33. El nimero 1 no es primo \

Al enlistar los primeros nimeros primos es com@n en muchos tex-
tos de matematicas basicas incluir al nimero 1 entre ellos. La lista
suele entonces comenzar como 1,2,3,5,7,11,13,17, ..., vy asi sucesi-
vamente. Sin embargo, esto es erréneo, ya que los matematicos han
decidido que el nimero 1 no sea un nimero primo. Esta decision vie-
ne directamente de la definicién formal que se hace de los nimeros
primos: es todo nimero natural mayor que 1 que sélo tiene como di-
visores al niimero 1y a si mismo. Alternativamente, se definen como
los nimeros naturales que poseen inicamente dos factores (es decir,
dos divisores) distintos: el 1y a si mismos. En ambos casos esto ex-
cluye al nimero 1, porque no es mayor a si mismo y porque s6lo se
tiene a si mismo como factor. Es importante que no haya ambigiie-
dad en la definicién de los nlimeros primos, o en la de cualquier otra
entidad matematica. Una de las caracteristicas fundamentales del
ernsamiento matematico radica en la ausencia de ambigiiedad. )

Dado que N < k, por la hipotesis inductiva N se puede escribir
como el producto de nimeros primos. Esto significa que

k+1=pxN

puede también escribirse como un producto de nimeros primos,
lo cual finaliza la demostraciéon de existencia. O

Hasta aqui se ha demostrado que todo nimero natural se pue-
de descomponer en factores primos. Pasemos ahora a la demos-
tracidon de unicidad.

PARTE 2: UNICIDAD
Corresponde ahora demostrar que sdlo existe una manera de fac-
torizar un nimero entero mediante el producto de un conjunto
no ordenado de nimeros primos. Para facilitar la exposicion, se
presenta Gnicamente la demostracién de unicidad para el caso
en el que los factores primos tienen multiplicidad igual a 1.
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La demostracion que sigue se sirve del lema de Euclides, que
establece que si un nimero primo p divide al producto de dos ni-
meros naturales ay b, entonces p divide a a o divide a b (o divide
a ambos).

Supongamos entonces que un nimero natural # es el produc-
to de nimeros primos de dos maneras diferentes:

n=p1 XPy X Xp;

=1 X gy X X ().

Esto es:
{P1,P2,P3, -+, Pi}

91,92, 93, -, 9;}

son factorizaciones primas de n. Por simplicidad, supdngase que
los nimeros primos en estas factorizaciones estan ordenados de
manera ascendente (nada lo prohibe, ;jno es cierto?). Esto es:

p1 <p2 <p3<--<p;

g1 <2 <q3z <--<g;

Por el lema de Euclides, dado que todos los elementos en el con-
junto {41, g, ..., q; } son primos (se dice que forman un conjunto
de nimeros coprimos), p; puede y debe dividir s6lo uno de estos
primos. Dado que g; es el primo mas pequefio, entonces p; = ¢;.
Siguiendo el mismo método se llega a la conclusién de que

Pr = 4k

y en consecuencia i = j. Esto permite concluir que la combina-
cion de nGmeros primos en ambos casos es la misma y de esta
manera se concluye la demostracion del teorema fundamental de
la avitmética. Esto para el caso en el que todos los factores primos
involucrados poseen multiplicidad igual a 1. O
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La demostracidon que acaba de finalizar implica que los nimeros na-
turales se pueden dividir en dos grandes categorias:

- los que se pueden factorizar en nimeros primosy
- losque no se pueden factorizar asi, esto es,los mismos nimeros primos.

Esta constatacion llevo a matematicos pitagoricos de la Antigua Grecia a
considerar a los nimeros primos como una suerte de bloques construc-
tivos de los nimeros, siguiendo una logica de corte atomista similar a la
que desarrollaron en esa era Leucipo de Mileto y su discipulo Democri-
to, al abordar desde el razonamiento el estudio de la composicion de la
materia. Tal conceptualizacion de los nimeros primos, es decir, su indi-
visibilidad, les ha dado un lugar muy especial en el imaginario social. En
lo que sigue abordo este asunto de manera sucinta.

LOS NUMEROS PRIMOS EN EL IMAGINARIO SOCIAL

Una vez demostrado el teorema fundamental de la aritmética, siento que
conviene dedicar algunos parrafos finales en este capitulo para ilustrar
la influencia que los nimeros primos tienen en el imaginario social con-
temporaneo. Le correspondera al lector juzgar si esto es necesario. Elegi
entonces con dicha finalidad los cuatro comentarios que enlisto a conti-
nuacion.

PRIMOS GEMELOS: El 12 de junio de 2005 inici6 el proyecto de computo
distribuido PrimeGrid, desarrollado en el contexto del esfuerzo
de blisqueda de inteligencia extraterrestre (SETI, siglas en inglés de
Search for Extraterrestrial Intelligence), actualmente bajo la respon-
sabilidad del SeT1 Institute, localizado en Mountain View en Califor-
nia, Estados Unidos. El proyecto PrimeGrid se realiza mediante el
esfuerzo voluntario colectivo de computadoras personales conecta-
daseninternet,alas que selesinstala un programa de coémputo?? que

22 E| programa se denomina BOINC, acrénimo de Berkeley Open Infrastructure for Network Com-
puting, es decir, Infraestructura Abierta de Berkeley para la Computacion en Red, desarrollado
inicialmente por la Universidad de California en Berkeley, Estados Unidos. Se trata de una in-
fraestructura informatica orientada al cémputo distribuido en computadoras personales, que
se ha generalizado para su aplicacién en proyectos de indole diversa (matematicas, astrofisica,
biologia molecular, medicina, entre otras areas cientificas).
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aprovecha tiempos muertos para colaborar en la bisqueda de name-
ros primos de grandes dimensiones (esto es, con cientos de miles de
digitos).?® Uno de los productos de este esfuerzo es la elaboracién
de un listado de ntimeros primos gemelos, que son nlimeros primos
a los que sblo los separa una distancia de 2. Por ejemplo, los nimeros:

3,5y, {57y, {1L,13}, {17,19}, {29,31}, {41,43}, ({5961},

son nimeros primos gemelos. La pareja de primos gemelos mas gran-
de (medida por el nimero de digitos de los nimeros) hallada hasta
ahora por PrimeGrid es (esto ocurri6 el 14 de septiembre de 2016):

2996863034 895 x 21290000 4 1,

que posee 388 342 digitos. El simbolo +1 significa mdas 1y menos 1. E1
computo de estos nimeros tiene multiples propdsitos (uno de ellos
es el de llamar la atencidn de personas que se interesan en esta clase
de temas e inducirlos a colaborar en proyectos cobijados por BOINC;
otro radica en probar nuevas tecnologias de computo distribuido) y
quizas el mas importante sea el de mostrar que las matematicas pue-
den ser divertidas.

LA SOLEDAD DE LOS NOUMEROS PRIMOS: En el afio 2008, el fisico y novelis-
ta italiano Paolo Giordano publicé su novela La solitudine dei numeri
primi (en espafiol, La soledad de los niimeros primos, publicada por Edi-
ciones Salamandra en Barcelona, Catalufia). Los protagonistas de la
novela son, alegéricamente hablando, “nimeros primos gemelos”.
Con ello, el autor lleva al lector a imaginarse la dificultad que los pro-
tagonistas tienen para entenderse, pese a que estan muy cerca el uno
dela otra (se trata de una pareja heterosexual de amigos con caracte-
risticas de personalidad que les hace muy dificil encajar en sociedad).

23 Computar nimeros primos con una gran cantidad de digitos es una tarea de gran importan-
cia tecnoldgica. Una de las razones de esto radica en el uso de tal clase de ndmeros primos en
meétodos de encriptamiento de informacion (lo cual es requerido en las comunicaciones elec-
trénicas de nuestros dias, incluyendo las ligadas a transacciones econémicas y financieras). La
seguridad del famoso método de encriptamiento RSA (acrénimo asociado a los apellidos de sus
autores: Ronald L. Rivest, Adi Shamir y Leonard M. Adleman) se basa en la dificultad de descom-
poner un nUmero que se construye mediante el producto de dos nimeros primos de grandes
dimensiones.
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La novela fue llevada al cine por el cineasta italiano Saverio Costan-
zo en el afio 2010. Mas allj de la ficcidn literaria, al reflexionar en
torno a la metafora de la soledad de los nimeros primos no es dificil
asociar la idea con la vida de algunos matematicos célebres. El mate-
matico inglés Alan Mathison Turing —uno de los padres fundadores
de la teoria matematica del computo y quien, por cierto, fue uno de
los pioneros en los afios 40 del siglo xx en el uso de computadoras di-
gitales para explorar las propiedades de los nimeros primos— seria
uno de esos solitarios que no encajan facilmente en la sociedad en la
que les toco vivir.

CIGARRAS PERIODICAS: En el este de América del Norte, principalmente
en los Estados Unidos, habitan las cigarras periédicas. Estos insectos,
del género Magicicada, salen de su estado juvenil después de pasar
13 0 17 afios (tanto 13 como 17 son nGmeros primos) bajo tierra, ali-
mentandose de fluidos provenientes de las raices de arboles caduci-
folios. Salen a la superficie en la primavera de su afio 13 o0 17, para
reproducirse durante las pocas semanas que les quedan de vida. Exis-
ten dos hipo6tesis complementarias del porqué de los ciclos primos
de 13 y de 17 afios. Una de ellas postula que se trata de un mecanis-
mo evolutivo que elimina la posibilidad de sincronizar la emergencia
al estado adulto con los ciclos reproductivos de posibles depredado-
res. Esta hipoétesis ha sido sustentada mediante técnicas matemati-
cas por el fisico chileno Mario Markus, quien labora en el Instituto
Max Planck de Alemania. La otra hipdtesis sostiene que los tiempos
de desarrollo con nimeros primos representan una adaptaciéon para
evitar la hibridacion entre poblaciones con diferentes ciclos durante
un periodo de fuerte presidon de seleccion provocada por poblaciones
aisladasy bajas durante los estadios glaciales del Pleistoceno. Esta hi-
potesis fue postulada en 1988 por el gedlogo estadounidense Randel
Tom Cox y el entomblogo estadounidense Christopher E. Carlton. Es-
te fendmeno de emergencia de las poblaciones de cigarras periddicas
es supervisado de manera intensa y se tienen identificadas a gran
parte de sus poblaciones, cada una de las cuales ha recibido un nom-
bre especifico para facilitar su estudio, el cual se sirve de numerales
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romanos. Asi, por ejemplo, la poblacion X (diez en numerales roma-
nos), conocida como Gran Cria del Este (en inglés: Great Eastern Brood)
emerge cada 17 afios, habiéndose reportado por primera vez en 1715.
La emergencia correspondiente al 2021 alcanzd su pico en la capital
estadounidense, Washington D.C., el 20 de mayo de ese afio. En el si-
tio web http://magicicada.org/magicicada/ puede revisarse la infor-
macion relativa a las proximas emergencias. Hoy en dia existe una
gran preocupacion en torno a la aceleracion en curso del cambio cli-
matico y sus efectos sobre los periodos de emergencia de estos insec-
tos. Se ha conjeturado que estos insectos poseen un reloj molecular
interno que lleva la cuenta de los afios que pasan a partir de infor-
macién provista por cambios en los arboles de los que se alimentan.
Dichos cambios estarian asociados a los ciclos de cambio del follaje
de los arboles, lo cual depende en gran medida de la temperatura am-
biental.?*

COCCINELLA SEPTEMPUNCTATA: La catarina de siete puntos, como se de-
nomina en México al escarabajo Coccinella septempunctata, fue intro-
ducida en América del Norte desde Europa a comienzos de los afios
setenta del siglo xx para combatir plagas de parasitos de las plantas.
Este insecto, ilustrado de manera ldica en la figura 11, posee siete
puntos en los élitros. De alli el nombre cientifico, proveniente del la-
tin: septem, “siete”, y punctata, “punteada’. En Espafiay muchos otros
paises de habla hispana se denomina a este insecto “mariquita” y se
suele afirmar que el nombre sele ha dado en honor de la Virgen Maria
(figura central el catolicismo espafiol). Asi, los élitros rojos simboliza-
rian el manto rojo de la Virgen con los siete puntos, que representan
sus siete alegriasy sus siete dolores. Aligual que en este caso, el nime-
ro primo 7 ha tenido diversos simbolismos a lo largo del tiempo. Los
pitagéricos lo consideraban sagrado al relacionarlo con los planetas
que se conocian en su tiempo. La seleccién de las notas musicales en
el canon occidental se debe a la sacralizacion del niimero 7, lo que

24 Me permito mencionar que se conocen otras dos poblaciones de cigarras periédicas y que si-
guen otro patrén de emergencia. La de Fiyi, republica insular localizada en Oceania, emerge
cada 8 afos. La otra poblacién emerge cada cuatro afos en el estado de Meghalaya en el nores-
te de la India.
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Figura 11. Coccinella septempunctata
La figura ilustra de manera esquematica la estructura del insecto de la especie Coccine-
lla septempunctata. Este escarabajo posee élitros de color rojo con tres puntos negros en
cada uno, y uno mas sobre el lugar donde ambos se juntan, lo que hace un total de sie-
te puntos, de alli el nombre cientifico de la especie. La imagen se generd con base en co6-
digo IBTEX que se sirve del paquete TikZ. llustracion basada en el cédigo de Mark Wibrow:
https://tex.stackexchange.com/users/23215/mark-wibrow.

llevaria a Isaac Newton a inventar los siete colores del arcoiris que
“observ(” en sus famosos experimentos de descomposicion de la luz
blanca, ayudandose para ello de un prisma. Para muchos, hallarse
una catarina (o mariquita) da buena suerte (siempre y cuando esos
muchos no sean pulgones) y el nimero primo 7 tiene que ver mucho
con la persistencia de esta creencia inofensiva..., a menos que se crea
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que romper un espejo trae 7 afios de mala suerte, creencia que se re-
montaria seglin algunas fuentes a los tiempos del Imperio romano.

Como espero haya quedado claro con los comentarios precedentes,
por las mas diversas razones, los nimeros primos han sido motivo de
interés a lo largo de milenios y seguramente lo seguiran siendo duran-
te todavia mucho tiempo. Dejo hasta aqui este capitulo, para pasar en el
siguiente a un nuevo teorema, que concierne a una propiedad que es sa-
tisfecha por todos los triangulos en geometria euclidiana.
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Teorema 8. La suma de los angulos
de todo tridngulo en geometria
euclidiana es igual a 180°

Los triangulos son sin lugar a dudas la clase mas basica de poligonos. En
términos euclidianos, estos objetos estan constituidos Ginicamente por
tres bordes e involucran por ello inicamente a tres vértices. Los trian-
gulos son faciles de dibujar sobre un plano. En efecto, basta con colocar
tres puntos no alineados (los vértices) y luego unirlos de manera adecua-
da por medio de tres lineas rectas (los bordes). Debido a su simplicidad,
esta clase de poligonos fue motivo de interés desde muy temprano pa-
ra los estudiosos de la antigiiedad que se abocaron a elaborar abstraccio-
nes idealizadas de los objetos materiales que percibian. Para el fildsofo
griego Platon, los tridngulos constituyen los bloques basicos con los que
se construyen los objetos materiales, y llegd en sus reflexiones a incluso
conceptualizarlos como entidades intermediarias entre el mundo mate-
rialy el mundo de las ideas. Puesto que pertenecen a una clase especifica
de objetos matematicos, es de esperarse que todos los triangulos posean
ciertas caracteristicas que los identifican como pertenecientes a su clase.
Una de tales caracteristicas esta asociada con la importante nocion de in-
variancia, a la cual dedico el recuadro 34. La declaracién matematica que
concierne a este capitulo asocia una propiedad de invariancia a los trian-
gulos y constituye por ello un resultado clasico en la caracterizaciéon de
las propiedades de estos objetos en geometria euclidiana.

Con respecto ala figura 12 (p. 185), el teorema que se aborda aqui ase-
gura la satisfaccion de la siguiente igualdad:

a4+ B+ =180°
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-

-

Recuadro 34. Invariancia en matematicas \

La nocidén de invariancia tiene gran importancia en el ambito de las
matematicas modernas. Este concepto se utiliza en el marco de la ca-
racterizacion formal de las propiedades de los objetos matematicos
que no cambian cuando a dichos objetos se les aplican ciertas ope-
raciones o transformaciones. Esto implica que lo invariante define
al objeto en términos estructurales, por lo cual se suele decir que el
objeto matematico en cuestion esta definido por sus invariantes es-
tructurales, que definen asi su esencia. Esto sin olvidar con respecto
a qué es invariante el objeto. Debido a esto no se puede hablar de in-
variancia de un objeto matematico sin especificar la transformacion
especifica antela cual el objeto afectado permanece inmutable. Dado
que las transformaciones son también objetos matematicos, la inva-
riancia cuantifica a fin de cuentas propiedades de interaccidn entre
clases de objetos matematicos. Comprender la interaccidon entre ob-
jetos matematicos significa dar cuenta de las interacciones entre sus
respectivos invariantes estructurales. La perspectiva de exploracion
de las invariancias de objetos matematicos se denomina enfoque es-
tructural en matematicas. )

lo

cual es equivalente a decir que la suma de los angulos de todo triangulo

en geometria euclidiana es igual a la suma de dos angulos rectos. Esta de-
claracion afirma entonces que no importa si el triangulo es transformado
—por ejemplo, cambiando de manera no proporcional la longitud de sus
bordes, lo cual se denomina transformacién por deformacion—, la suma
de los tres angulos que lo definen no cambia y es siempre igual a 180°. Es-

ta

es, de hecho, una propiedad invariante de todos los tridngulos ante el

siguiente conjunto de transformaciones matematicas:

. traslacion;

. rotacién;

. reflexidn;
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A B

Figura 12. Tridngulo en geometria euclidiana -1
La figura muestra un triangulo denotado AABC, para el cual se denotan los angulos & =
JCAB, B = JABCy v = JBCA. Como puede verse este objeto matematico geométrico
euclidiano posee Unicamente tres vértices y tres bordes.

- magnificacion;
- deformacién.

Este conjunto de cinco transformaciones caracteriza en cierto sentido a
los triangulos, siempre y cuando se hallen en el plano euclidiano, como
objetos matematicos geométricos especificos. La especificidad esta dada
en este caso por la validez de la declaracién matematica que concierne a
este octavo capitulo, la cual se demostrara en lo que sigue.

DEMOSTRACION:

Considere el triangulo euclidiano que se muestra en la figura 12. Se
extiende la linea que va del vértice A al vértice B hasta el punto O, tal
y como se muestra en la figura 13. Note que el angulo XABO = 180°.
En lo que resta de esta demostracion se verifica que la suma de los
tres angulos del tridngulo es igual a dicha cantidad.

Se traza entonces la linea BE que es paralela alalinea AC, tal y co-
mo se muestra en la figura 13. Esto significa que el angulo « coincide
con el angulo SEBO y que el angulo 7y coincide con el angulo < CBE.
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Figura 13. Tridangulo en geometria euclidiana - 2
La figura muestra un triangulo AABC, para el cual se denotan los dngulos &« = JCAB, B =
JABCy vy = {BCA.

En consecuencia se concluye que
B+ <CBE + SEBO =180° =+ 7 +a,
y es asi como se finaliza la demostracion. a

Como puede observarse de lo que se ha demostrado, la adicion de la
linea paralela a la linea ACenla figura 13 pone de manifiesto la propie-
dad del triangulo de que la suma de los angulos es igual a 180°. Eso lleva a
la conclusién de que la declaraciéon matematica que viene de demostrar-
se es estrictamente equivalente al problemaitico axioma de las paralelas de
Euclides, también enunciado en la literatura matematica como el quinto
postulado de Euclides, pues esa es la posicidon en la que se ubica en los
Elementos. Esta equivalencia pone en discusion la naturaleza misma de
la propiedad de los triangulos que concierne a este capitulo, ya que de he-
cho se podria considerar como un axioma y no como un teorema. Si este
fuese el caso no se requeriria de ninguna demostracion, ya que la validez
dela declaraci6on matematica que nos concierne seria entonces evidente.
Bastaria con decir que el quinto postulado de Euclides y la propiedad de
que la suma de todos los angulos internos de todo tridngulo euclidiano es
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igual a 180° son estrictamente equivalentes. Sin embargo, se ha llegado
a especular que el mismisimo Euclides dudaba de que su quinto postu-
lado fuese un axioma. Debido a esto durante mas de dos mil afios ha ha-
bido multiples intentos por demostrar, todos ellos infructuosos, que se
trata de un teorema y no de un axioma. ;Qué se hace entonces en este
caso? Tomar una decision. Seguiré aqui la tradiciéon y me mantendré en
la consideraciéon de que la declaracion matematica que ha sido demos-
trada en lo que antecede es un teorema que se sirve del postulado de las
paralelas de Euclides. Esto implica necesariamente que no estoy aceptan-
do la equivalencia, puesto que, desde mi perspectiva, no es evidente que
la declaracidén matematica que intitula este capitulo sea valida. La certi-
dumbre me llega justo con la demostracion. En lo que sigue incluyo una
breve discusion en torno al porqué dicho postulado ha sido considerado
histéricamente como problematico.

EL HIJO DESOBEDIENTE

Comienzo esta seccidn incluyendo a continuacién una cita celebre, al me-
nos en el universo social de los matematicos:

A paralellakat azon az iitan ne probald: tudom én azt az utat is mind végig — megmeér-
tem azt a feneketlen éjszakdt én, és az életemnek minden vildagossaga, minden drome
kialudt benne...

Esta cita, escrita en hingaro en una carta que le envié en 1820 el matema-
tico hingaro Farkas Bolyai a su hijo, el también matematico Janos Bolyai.
Esta cita se traduce al espafiol como sigue:

No intentes las paralelas de ese modo: he conocido a todo lo largo esa ruta. He medido
esa noche sin fondo y toda la luz y toda la alegria de mivida se apagaron...

Farkas Bolyai le pidi6 asi a su hijo que no intentara demostrar el quin-
to postulado de Euclides. El hijo, desobedeciendo a su padre, no le hizo ca-
so y sus exploraciones lo llevaron a la construccién de la geometria no
euclidiana, una de las méas grandes invenciones matematicas del siglo
x1x. La caracteristica principal de dicha geometria radica justamente en
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el no cumplimiento del postulado de las paralelas de Euclides. Infortuna-
damente, Carl Friedrich Gauss, amigo de Farkas Bolyai, se negb a promo-
ver la investigacion matematica de Janos Bolyai, alegando que al hacerlo
estaria promoviendo sus propias ideas al vespecto. Esta extrafla respuesta
le causd un gran disgusto a Janos Bolyai, a quien Carl Friedrich Gauss
considerd en su momento como un genio. Este acontecimiento, quizas
motivado por los celos o la envidia de Carl Friedrich Gauss (si, hasta el
asillamado principe de las matematicas podia ser afectado por emociones)
debido a los logros de Janos Bolyai, ha minimizado con el tiempo el pa-
pel que éste tuvo, junto con el matematico ruso Nikolai Ivanovich Lo-
bachevski, en la formalizacion de la geometria no euclidiana y su adapta-
ci6n a las descripcién formal de las propiedades geométricas del espacio
fisico. La geometria no euclidiana, que se sirve de todos los postulados de
la geometria euclidiana, salvo el problematico quinto postulado, nacid
de la renuncia a la comodidad que da abstraer las propiedades del uni-
verso fisico empleando para ello los desarrollos geométricos de Euclides,
y sent6 las bases matematicas necesarias para la construcciéon de la
teoria de la velatividad, uno de los dos pilares de la fisica moderna, concebi-
da por ellegendario fisico estadounidense de origen judio-aleman, Albert
Einstein, a principios del siglo xx; el otro pilar esla mecanica cuantica. A fin
de cuentas el camino seguido por Janos Bolyai, el hijo desobediente, y Ni-
kolai Ivanovich Lobachevski result6 ser muy provechoso para la ciencia.

Con el teorema que se ha demostrado en este capitulo termind la ex-
posicidn de las ocho declaraciones matematicas mas sencillas que he in-
cluido en este libro. De cierta manera los teoremas considerados hasta
ahora han sido algo asi como las entradas del banquete y espero que el
lector las haya encontrado deliciosas. Es tiempo de pasar al plato fuerte
y al postre.
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Teorema 9. Sélo existen 5 poliedros
regulares convexos

Platdn elabor6 en la Gltima etapa de su vida el Timeo, uno de sus dialogos
mas celebres. En dicho escrito, elaborado hacia el ano 360 antes de nues-
tra era —sin duda el trabajo mas influyente de Platdn en la filosofia poste-
rior a su época y por ello una de las obras filoséficas mas importantes
del pensamiento occidental—, el filésofo ateniense despliega una cosmo-
visidn que resume su ambiciosa perspectiva filosofica. En el Timeo se pre-
senta la reflexién de Platdn no sdlo en torno al origen y la naturaleza del
mundo fisico, sino también de lo que él concebia como el alma humana.

En ambos casos la propuesta de Platon comprende la intervencion de
un demiurgo, visto por él como un dios creador del mundo y autor del uni-
verso, al cual presenta como la causa primera de éste. Platon también
explora en el Timeolas caracteristicas del conocimiento cientificoy se ex-
playa en torno al lugar de las matematicas en la explicacidon del mundo.
Sin duda, en el Timeo los matematicos han hallado a lo largo de los siglos
una de sus mejores herramientas para promover el engrandecimiento de
su objeto de estudio. En cierto sentido, los matematicos inclinados hacia
el misticismo pueden ser tildados con justeza de platonistas. En lo que
concierne a su cosmovision, Platon la asocia intimamente a la geometria,
ylos cinco poliedros regulares convexos poseen en su visiéon un papel fun-
damental. El hecho de que estos poliedros fuesen los inicos de su clase
fue justificado por Platén de manera alegorica,>® fuera de toda formaliza-
cibn matematica, al afirmar que eran cinco por necesidad, y esto porque de

25 Esa es mi opinién, aunque puede ser que para Platén su consideracion en torno a los poliedros
regulares convexos fuese una conviccién intima independiente de cualquier alegoria. Finalmen-
te, el realismo matematico que cultiva una gran parte de los matematicos estd anclado en gran
medida en la propuesta filosdfica expuesta en el Timeo.
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acuerdo con su cosmovision el mundo esta constituido Gnicamente por
cinco elementos basicos. En el recuadro 35 (p. 194) incluyo la perspecti-
va platonica con respecto a los elementos constitutivos de la naturaleza,
contrastandola con otras propuestas similares también elaboradas en la
antigiiedad. Platon ligd simbolicamente los poliedros regulares convexos
con los cinco elementos constitutivos de la naturaleza, segiin él, de la ma-
nera siguiente:

FUEGo: Simbolizado por el tetraedro, compuesto de cuatro caras idénticas,
que son tridngulos equilateros, con cuatro vérticesy seis bordes (véa-
se la figura 14-(a)).

TIERRA: Simbolizado por el hexaedro (o cubo), compuesto de seis caras
cuadradas idénticas, con ocho vértices y doce bordes (véase la figu-
ra 14-(b)).

AIRE: Simbolizado por el octaedro, compuesto por ocho caras idénticas,
que son triangulos equilateros, con doce vérticesy doce bordes (véase
la figura 14-(c)).

AGUA: Simbolizado por el icosaedro, compuesto de veinte caras idénticas,
que son triangulos equilateros, con doce vérticesy treinta bordes (véa-
se la figura 14-(d)).

UNIVERSO: Simbolizado por el dodecaedro, compuesto por pentagonos re-
gulares idénticos, con veinte vértices y treinta bordes (véase la figu-
ra l5,p.192).

Cabe mencionar que el nimero de caras de estos objetos geomeétricos,
esto es, 4, 6, 8, 12y 20, esta en el prefijo de su nombre, cuya etimologia
proviene del griego antiguo:

- tetra por 4;

- hexa por 6;

- octapor §;

- dodeca por 12;

- icosa por 20.
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y---

(a) Tetraedro (b) Hexaedro

(c) Octaedro (d) Icosaedro

Figura 14. Cuatro poliedros para cuatro elementos de la naturaleza
La figura muestra los cuatro poliedros regulares convexos que Platén utilizé en su didlogo
Timeo como representaciones simbdlicas de los cuatro elementos basicos de su cosmovi-
sion: fuego, tierra, aire y agua, esto es el tetraedro, el hexaedro, el octaedro y el icosaedro,
respectivamente.
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Figura 15. Dodecaedro
La figura muestra el dodecaedro, poliedro regular convexo del cual Platéon se sirvid en su
cosmovision para representar el universo, expuesta en el didlogo conocido como el Timeo,
completando asi la asociacién entre los cinco poliedros regulares convexos y los que él con-
sideré como los cinco elementos constitutivos de la naturaleza.

Con respecto a la cosmovision platénica en el Timeo surge el cuestio-
namiento que motiva la seccién que sigue.

{COMO SABIA PLATON QUE SOLO EXISTEN CINCO POLIEDROS
REGULARES CONVEXOS?

Antes de abordar este cuestionamiento conviene especificar por qué los
solidos platonicos son denominados poliedros regulares convexos. La razon
estriba en que poseen multiples caras iguales, de ahilos términos poliedro
y regular. La propiedad de convexidad se refiere a que al tomar cuales-
quiera dos puntos en el espacio tridimensional contenido por el poliedro
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y unirlos por medio de unalinea recta, ninguno de los puntos de esta que-
da fuera del poliedro. Una forma de expresarlo es asi:

Un poliedro reqular convexo se carvacterviza por un conjunto de restricciones
que lo distinguen de los objetos geométricos que no lo son.

En este y en cualquier otro contexto se puede decir que lo que restrin-
ge es también lo que distingue. Regresando a la pregunta, Platén no sabia
que sblo existen cinco poliedros regulares convexos, simplemente lo creia.
;Por qué? Se puede conjeturar que su creencia se debia a que nadie en su
tiempo habia encontrado ningln otro poliedro regular convexo fuera de
los cinco conocidos. Uno puede imaginarse que para los pensadores de la
Antigua Grecia interesados en la geometria debid de ser muy estimulante
elucidar las razones que subyacen a la inexistencia de otros poliedros re-
gulares convexos. Se ha llegado a afirmar que este interés en los poliedros
regulares convexos no fue iinicamente algo que se manifestara en exclu-
siva entre los matematicos griegos, sino que se llegb a conocerlos incluso
fuera de la Antigua Grecia en tiempos anteriores. Sin embargo, las evi-
dencias de esto son por demas débiles. Lo que si esta bien documentado
es que la primera demostracién de la declaraciéon que concierne a este
capitulo fue elaborada por Euclides en los Elementos.

Se considera hoy en dia que Euclides escvibié los Elementos justamente para
exponer la demostracion de que sélo existen cinco poliedros requlares convexos,
Y en consecuencia también se considera que la demostracion de la declaracion
matematica que nos concierne es el resultado matematico mas importante de
ese tratado fundacional de la ciencia matematica.

En este capitulo presentaré una demostraciéon que no corresponde a
la incluida en los Elementos, aunque previamente mostraré de manera
esquematica la argumentacidon que subyace a la demostraciéon de Eucli-
des, a la que se ha tildado de no ser tan rigurosa como deberia. Esto de
acuerdo con los estandares seguidos por él mismo y que han definido en
gran medida el desarrollo de la ciencia matematica desde la Antigiiedad
hasta nuestros dias.
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K Recuadro 35. Los elementos de la naturaleza \

La consideracion por Platon de la existencia de cinco elementos cons-
titutivos dela naturaleza esta construida sobre las perspectivas culti-
vadas por los filésofos presocraticos. A los elementos considerados
por su predecesores, esto es, el fuego, el agua, la tierray el aire, Platén
agregd un nuevo elemento: el universo. Este fue entendido como el es-
cenario donde se potencia la realidad, quizas para tomar en cuenta
al dodecaedro, el quinto poliedro regular convexo. Posteriormente,
Aristoteles hizo a un lado la perspectiva geométrica de su maestro
(Platon fue maestro de Aristoteles en la Academia de Atenas, fun-
dada de hecho por él mismo), substituyéndola por una perspectiva
con base en combinaciones de cualidades opuestas (tales como la de
frio/caliente y la de himedo/seco), que prevalecid en Europa alo lar-
go dela Edad Media. La cosmovision aristotélica tuvo una influencia
muy fuerte en la perspectiva médica humoral de la salud humana
cultivada por Hipocrates, la cual sdlo desaparecio (casi totalmente),
hasta bien entrado el siglo XI1x con el advenimiento de la ciencia em-
pirica fundamentada en experimentos controlados. Aunque el pen-
samiento cientifico contemporaneo ha vuelto caducos muchos de los
preceptos de las cosmovisiones antiguas, mucho de ellos sobrevive
en la cultura como constructos metafdricos. También fuera de Oc-
cidente se elaboraron en la antigiiedad perspectivas interpretativas
de la naturaleza con base en la consideracion de ciertos elementos
constitutivos. Por ejemplo, en la India Antigua la cosmovisiéon bu-
dista (surgida entre los siglos viy 1v a.C.), considerd ademas del fue-
go, la tierra, el aire y el agua, un nuevo elemento al que se le podria
denominar hoy en dia como el vacio (o el éter), Akasha o akaSa en
sanscrito. También en la China Antigua se elabord una cosmovision
centrada enla participacidon de elementos constitutivos. En efecto, el
clasico chino Ddo Dé Jing, posiblemente escrito hacia el siglo 1v a.C.
(con base en conceptos existentes ya en la cultura china de la época),
considera cinco elementos: madera, fuego, tierra, metal y agua, que
Ksigue influenciando hoy en dia a la medicina tradicional china. )
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brecha

|
N

(a) Vértice. (b) Suma de angulos.

Figura 16. Vértice del hexaedro
Uno de los vértices del hexaedro se muestra en la figura (a). La figura (b) ilustra lo que ocurre
cuando se aplasta el vértice y la emergencia de la brecha.

LA ARGUMENTACION DE EUCLIDES

Considere la figura 16 como punto de partida, donde se muestra lo que
sucede cuando se aplasta alguno de los cuatro angulos sé6lidos de los vér-
tices del hexaedro, esto es del cubo. En la figura 16-(a) se muestra uno
de los vértices identificandolo con un circulo negro. Al aplastar el angulo
sblido se forma lo que se muestra en la figura 16-(b), que hace intervenir
tres de las caras del hexaedro. En consecuencia, el angulo sélido resulta
enla formacion de la brechaindicada, que corresponde a la diferencia en-
tre 360°y la suma de los angulos de los vértices de las caras que participan
en el angulo s6lido. Como se puede observar, al aplastar el angulo sélido
del hexaedro se tieneaw = B = 7 = 90°, porloquea + B + v = 270°.
En este casola brecha, lo que falta para completar los 360°, tiene un valor
igual a 90°.

Se puede seguir el mismo procedimiento para cada uno de los polie-
dros regulares convexos, lo cual lleva a concluir que la adicién de los
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angulos de cualesquiera de los angulos sé6lidos aplastados resulta ser
igual a

- 180° para el tetraedro (cuatro caras iguales con tres vértices), esto es,
3 x 60°%

- 270° para el hexaedro (seis caras iguales con cuatro vértices), es decir,
3 x 90°%

- 240° para el octaedro (ocho caras iguales con tres vértices), a saber:
4 x 60°;

- 324° para el icosaedro (doce caras iguales con cinco vértices), esto es,
3 x 108°;

- 300° para el dodecaedro (veinte carasiguales con tres vértices), es decir,
5 x 60°.

En cada caso la brecha resultante es igual a 180° para el tetraedro, 90°
para el hexaedro, 120° para el octaedro, 36° para el icosaedro y 60° para el
dodecaedro.

El lector notara que la existencia de la brecha es lo que permite la presencia
de la convexidad en cada uno de los poliedros requlares convexos. Por ello, no
puede haber mas poliedros regulares convexos, puesto que al imponerse la
vestriccion de que todas las caras sean iguales se establece el limite.

Los poliedros regulares convexos tienen como caras idénticas partici-
pantes:

- triangulos equilateros (el tetraedro, el octaedro y el icosaedro);
- cuadradas (el hexaedro);

- y pentagonales (el dodecaedro).

Ninguna otra opcidn existe. Sirva como ilustraciéon que no puede existir
un poliedro regular convexo con caras hexagonales, ya que en este caso los
tres hexagonos que darian forma al potencial angulo sdlido, en el vértice
potencial asociado de tal poliedro, contribuirian cada uno con un angu-
lo de 120°. En consecuencia, la suma de los tres angulos participantes en
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un vértice potencial seria igual a 3 x 120°, esto es 360°. No existiria en-
tonces la brecha, que es lo que asegura la convexidad. Se llega entonces
a la conclusiéon de que al no existir la brecha, al elegir caras fuera de las
ya consideradas (tridngulos equilateros, caras cuadradas y caras penta-
gonales), no puede existir un angulo sélido asociado y con ello tampoco
puede existir la convexidad. No, no existen mas poliedros regulares con-
vexos aparte de los conocidos.

Lo que viene de exponerse es en esencia la argumentacion central de
Euclides en los Elementos, que, como se ha expresado antes, aunque vali-
da, carece del rigor del resto de las demostraciones incluidas en ese tra-
tado. En particular, el argumento riguroso en torno a la significaciéon de
la brecha depende de una declaraciéon propuesta y demostrada por pri-
mera vez por el fildsofo racionalista francés René Descartes en su obra
escrita en 1630 en latin Progymnasmata de Solidorum Elementis (en espa-
fiol: Ejercicios para los elementos de los solidos) y que se conoce hoy a partir de
una copia manuscrita elaborada por el coinventor del calculo Gottfried
Wilhelm Leibniz en Paris en 1670. En esa obra, René Descartes demostrd
de manera rigurosa que cada uno de los cinco poliedros regulares satisfa-
cen una propiedad comun: la suma de las brechas pava el total de los vértices
aplastados es igual a ocho veces 90°, es decir, 720°. Por ejemplo, en el caso
del hexaedro se tienen 8 angulos s6lidos y para cada uno de ellos, como
se ha visto (figura 16), la brecha —a la que René Descartes denomind de-
fecto— vale 90°. Asi con el resto de los poliedros. Se suele afirmar que la
declaracion de René Descartes fue la primera contribucion significativa
en Europa a la geometria desde la escritura por Euclides de los Elementos.
Esto es, se requirieron alrededor de dos mil afios para cerrar la brecha
abierta por Euclides.

Es oportuno mencionar que René Descartes es el pionero en el enfo-
que moderno de la interrelacion entre la geometria y el algebra, lo cual
estd plasmado en su obra escrita en francés La Géométrie, publicada en
1637 como uno de los apéndices de su tratado principal, el Discurso del mé-
todo, considerado en el ambito de la filosofia el pilar fundamental del pen-
samiento racionalista. Incluyo en el recuadro 36 una breve exposicion
sobre dicho tratado.
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K Recuadro 36. René Descartes y el Discurso del método \

El Discurso del método, con el celebre subtitulo Para conducir bien la pro-
pia razon y buscar la verdad en las ciencias, es sin lugar a dudas uno de
los textos fundamentales de la filosofia occidental, en cuyo panteén
el francés René Descartes ocupa un lugar de excepcidon. A la luz de
lo que le habia acontecido a Galileo Galilei por la publicacién de su
obra Dialogos sobre los dos maximos sistemas del mundo (publicada en
Florencia en italiano en 1632), por lo que fue condenado a arresto
domiciliario en 1633 como resultado del proceso por desobediencia
que lanzd en su contra la Iglesia catélica por decisidon del papa Ur-
bano VIII, René Descartes publico en francés su obra principal de
manera anénima en Leiden, Paises Bajos, en 1637. Protegido por el
anonimato, en su texto René Descartes sentd las bases del racionalis-
mo moderno, también denominado justamente cartesianismo. Aun-
que René Descartes buscd con ahinco reconciliar a la ciencia con la
religion, su obra intelectual contribuyd al colapso del pensamiento
escolastico sobre el cual descansaba la autoridad eclesiastica, y con
ello al surgimiento de la ciencia moderna, profundamente raciona-
lista. Los apéndices del Discurso del método (a saber: Didptrica, Meteo-
rosy Geometria) fueron concebidos por René Descartes como ensayos
ilustrativos del método de indagacién racional propuesto, que here-
da el enfoque axiomatico expuesto en los Elementos de Euclides. Se
puede decir en consecuencia que la construccion del racionalismo
cartesiano utiliza el andamiaje intelectual de Euclides. En efecto, los
cuatro preceptos racionalistas que René Descartes se impone como
reglas del método (a saber: no dé algo por verdadero hasta que su mente
no lo haya asimilado de antemano de manera clava y distintiva; divida ca-
da una de las dificultades para examinarlas y vesolverlas mejor; establezca
un orvden de pensamientos, comenzando con los objetos mds simples hasta
los mas complejos y diversos, y asi manténgalos todos en ovden; pase revista
a todo lo visto para que no omitir algo) pueden ser interpretados como
\_los axiomas del racionalismo cartesiano. Y.
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Una vez revisado el tratamiento de Euclides, en lo que sigue presenta-
ré una demostracion formal moderna de la declaracidén matematica que
concierne al capitulo presente. Espero que el lector me perdone el atrevi-
miento. Antes de abordarla me parece pertinente mencionar que existen
varias demostraciones en torno a la existencia de Gilnicamente cinco po-
liedros regulares convexos, todas ellas equivalentes. Podria decirse que
cada una de ellas expresa de cierta manera el espiritu de los tiempos en
los que fue elaborada, esto es, el zeitgeist, como les agrada decirlo a los
lectores de la filosofia alemana de los siglos XvIII y X1x. Decidi entonces
incluir aqui una demostracidon basada en la teoria de grafos, inscrita en
el espiritu de nuestros tiempos, por lo que de manera previa a la presen-
tacion de la demostracion haré una revision breve de ésta. Como alter-
nativa se podria tomar en cuenta una demostracioén con base en el uso
del aprendizaje de maquina; es decir, podria concebirse un programa de
computo “inteligente” capaz de aprender lo que define a un poliedro re-
gular convexo en el universo de la geometria y después hacerlo navegar
en éste para hallar todos los que satisfacen la definicién. El proceso de
navegacion tomaria la forma de la resolucion de un problema de optimi-
zacion matematica. No tengo duda de que una alternativa algoritmica es
realizable. Sin embargo, ésta nos alejaria de los territorios abstractos que
estamos explorando en este libro.

Tanto mi exposicidn en torno a la teoria de grafos, asi como la demos-
tracion que presentaré, tienen como fuente principal de informacién el
curso dado en 2010 en el Instituto de Tecnologia de Massachusetts por
el profesor Tom Leighton asistido para ello por Marten van Dijk, que ver-
sa sobre las matematicas en las ciencias del computo. Las notas de dicho
curso, escritas en inglés, se encuentran libremente disponibles en el en-
lace https://ocw.mit.edu/courses/electrical-engineering-and-computer—
science/6-042j-mathematics-for-computer-science-fall-2010/. Pasemos
entonces a nuestra siguiente seccion.
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BREVIARIO DE LA TEORIA DE GRAFOS

La demostracion que decidi incluir en este capitulo sobre los poliedros
regulares convexos se basa en la teoria de grafos, cuyos origenes expon-
go de manera sucinta en el recuadro 37. La razdn de mi eleccion radica
esencialmente en mostrar como una problema planteado originalmente
en términos geomeétricos, derivados del estudio de cuerpos sélidos, pue-
de ser resuelto mediante una reformulacién abstracta que sélo involucra
el estudio de asociaciones de datos, asi como de ciertas restricciones de
naturaleza algebraica que les estan asociadas. Esta es una orientacién ca-
da vez mas presente en las matematicas contemporaneas, que han visto
consolidarse en consecuencia la teoria de categorias, a la cual le dedico al-
gunos comentarios en el recuadro 38 (p. 202).

Antes de presentar la demostracion expondré de manera breve los
conceptos basicos requeridos de la teoria de grafos.

Considere la figura 17, que muestra las dos clases de elementos que
constituyen alos grafos: vérticesy aristas. Se representa alos vértices como

b c
Figura 17. Un grafo simple

La figura muestra un grafo simple consistente en 10 vértices {a,b,c,d,e,f,g,h,i,j} y
9 aristas.

200



POLIEDROS REGULARES CONVEXOS

f Recuadro 37. Teoria de grafos \

Lateoria de grafos es una rama de las matematicas dedicada al estu-
dio de redes de puntos conectados por medio de lineas. Naci6 con la
solucion por el matematico suizo Leonhard Euler al Problema de los
puentes de Konigsberg, publicada en las Memorias de la Academia de
Ciencias de Berlin en 1735, bajo el titulo en latin Solutio problematis
ad geometviam situs pertinentis (esto es en espafiol: La solucion de un
problema velacionado con la geometria de la posicion). El problema con-
cebido por Leonhard Euler consistia en encontrar un camino sobre
cada uno de los siete puentes que cruzan un rio bifurcado que pasa
por una isla, pero sin cruzar ningin puente dos veces. Para su de-
mostracion utilizé iinicamente referencias a la disposicion fisica de
los puentes, tal y como se muestra en el grafo siguiente:

que representa a los puentes por medio de las lineas que unen a los
puntos, los cuales a su vez representan los sitios desde los cuales
se puede acceder a los puentes. Leonhard Euler estableci6 formal-
mente que el problema no tenia solucién, ya que las restricciones
impuestasloimpiden. Hoy en diala teoria de grafos permite abstraer
numerosos problemas que conciernen a la relacién entre datos y las
interacciones entre ellos, explorando las restricciones que las domi-
nan, lo cual es de suma importancia en la economia matemadatica, en el
funcionamiento de internet, en la biologia tedrica (por ejemplo, para
el estudio de las redes de regulacidon genética) y en la ciencia de da-
tos, por dar algunos casos de aplicaciones actuales de esta rama de
\_las matematicas. Y,
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K Recuadro 38. Teoria de categorias, grafos y datos \

La teoria de categorias nacid a mediados de los afios cuarenta del
siglo pasado en el contexto del esfuerzo de los matematicos estadou-
nidenses Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane para establecer
puentes entre la topologia —dedicada al estudio de objetos geométri-
cos invariantes ante transformaciones continuas— y el algebra. Su
objetivo inicial fue explotar conocimiento algebraico preexistente en
la indagacion de las propiedades estructurales de objetos topoldgi-
cos, para lo cual los métodos topoldgicos implicaban una gran com-
plejidad, si es que acaso existian. Se denomina categoria a un grafo
dirigido etiquetado, cuyos nodos son denominados objetos y cuyas
aristas son denominadas flechas, comprendidas como procesos que
conectan a los objetos preservando su estructura. La idea basica de
la teoria de categorias es identificar las relaciones que puentean ca-
tegorias diferentesy que permiten que demostraciones matematicas
validas para una determinada categoria lo sigan siendo para la otra.
Los puentes que permiten esto se denominan funtores. Tedricos en
matematicas computacionales han establecido que todo esquema
de una base de datos —esto es, la estructura que representa a la ba-
se en términos de la organizaciéon de los datos y como se asocian las
relaciones entre ellos— es de hecho una categoria. Esto ha permitido
explotar métodos matematicos derivados del estudio de objetos to-
poldgicos (y de otros entornos matematicos), en el desarrollo de he-
rramientas informaticas que simplifican el cuestionamiento eficaz
de lo que informa lo almacenado en las bases de datos. Una de las
ventajas mas importantes de este enfoque radica en que plantea la
posibilidad de abandonar algunos enfoques heuristicos que siguen
dominando hasta ahora ala denominada ciencia de los datos, para dar-
\_leuna fundacién matematicamente robusta. )
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los elementos de un conjunto (los puntos en la imagen de la figura 17),
digamos V:

V ={ab,cdef,ghij},

aligual que a las aristas, digamos A:

A={{a,b},{b,c}, {cd},{b.e} {ef}, {eh}, {a h}, {gh} {ij}}.
Tomando en cuenta estos dos conjuntos se tiene la definiciéon siguiente:

DEFINICION 16 (Grafo simple). Objeto matematico, G = (V, A), que consiste
en un conjunto no vacio de vértices V y un conjunto asociado de aristas A, for-
mado a su vez por subconjuntos de dos elementos de V.

Note que dado que no se impone una relaciéon de ordenamiento en el
conjunto de vérticesy en el de aristas, conjuntos tales como {a,b} y {b,a}
representan a la misma arista.

Una de las propiedades importantes que concierne a los grafos es la
que cuantifica el nGmero de aristas conectadas a un vértice:

DEFINICION 17 (Grado de un vértice). Se dice que dos vértices en un grafo
simple son adyacentes si estan conectados pov medio de una arista (se dice en-
tonces que una avista es incidente a los vértices que une). El niimero de aristas
incidentes a un vértice dado, digamos v, es denominado el grado del vértice y se
denota como deg (v), lo cual es equivalente al niimero de vértices que son adya-
centes av.

EJEMPLO 14. Para ilustrvar la definicion precedente, note que para el grafo sim-
ple que se muestra en la figura 17 se tiene que

deg (a) =2, deg (b) =3, deg (d) = 1. [ |

Para un grafo dado, existe una asociacion entre la suma de los grados
de un grafo y el nimero de aristas, lo cual se enuncia mediante la decla-
racion siguiente, cuya demostracién es por demas obvia:

LEMA 1 (Lema del saludo de manos). La suma de los grados de los vértices de
un grafo es igual a dos veces el niimero de aristas.

Asociados a los grafos existen los conceptos de caminatasy de rutas:
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DEFINICION 18 (Caminatasy rutas). Una caminata en un grafo, digamos G,
es una secuencia de vértices:
Vg, U1, -+, U

y de aristas:
{770, vl} ’ {vll vz} 7oy {vk—ll vk}

tales que {v;, v; 1} es una arista de G y la longitud de la caminata se define co-
mo k; esto es, el niimero de avistas vecovvidas. Una avista, digamos {u, v}, es
recorvida n veces por la caminata si existen n difeventes valores de i tales que
{v;,v,.1} = {u,v}. Una ruta es una caminata en la cual todos los vértices son
diferentes, es decir, i # j implica que v; # v;.

Se puede ahora definir lo que se entiende por grafo conectado.

DEFINICION 19 (Grafo conectado). Se dice que dos vértices de un grafo estin
conectados si existe una ruta que comienza en uno de ellos y termina en el otro.
Se considera por convencion que todo vértice estd conectado a si mismo mediante
una vuta de longitud igual a cevo. Se dice que un grafo esta conectado cuando
todo par de vértices esta conectado.

Lasdefiniciones precedentes corresponden a métricas asociadasa gra-
fos, esto es, indicadores cuantitativos que permiten distinguir a un grafo
dado de otros. El conjunto de los niimeros que definen a una métrica
especifica pueden ser explotados con fines estadisticos, aunque su inte-
rés mas importante consiste en su empleo para elucidar las restricciones
de naturaleza algebraica que subyacen a las estructuras de la informa-
cién que conllevan los grafos, entendidos como medio de representacién
de éstos.

Tomando en cuenta las definiciones precedentes, existen diversas cla-
ses de grafos, y la que concierne a la declaracién matematica aqui consi-
derada es la clase de los grafos planares, cuya definicién se presentara
una vez que se defina lo que se entiende por dibujo de un grafo en un plano.

DEFINICION 20 (Dibujo de un grafo en un plano). El dibujo de un grafo en
un plano consiste en asignar vértices a distintos puntos en el plano y en asignar
avistas a curvas suaves que no se intevsecan en el plano, y cuyos puntos termina-
les som los nodos incidentes de la avista corrvespondiente. Se dice que el dibujo es
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111 v

Figura 18. Dibujo planar de un grafo
La figura muestra el dibujo planar de un grafo con cuatro caras continuas. La cara IV se
extiende al infinito en todas direcciones y es denominada la cara exterior. Las caras /, Il y I/
son las caras interiores.

planar si inicamente los puntos que aparecen en mas de una curva covvesponden
a puntos vértice.

Entonces:
DEFINICION 21 (Grafo planar). Esun grafo que tiene un dibujo en un plano.

En el dibujo de un grafo en un plano las curvas que corresponden a las
aristas dividen al plano en regiones conectadas. Estas regiones son deno-
minadas caras continuas del dibujo, y cada una de tales regiones corres-
ponde a una ruta cerrada en el grafo. En la figura 18 se ilustra el dibujo
planar de un grafo que contiene cuatro caras continuas: tres interiores
y la cara exterior. En dicha figura se puede apreciar que cada una de las
regiones estd asociada a un conjunto de vértices que definen una ruta
cerrada.

EJEMPLO 15. Para el dibujo planar del grafo mostrado en la figura 18, la re-
gion I esta asociada a los vérticesa, b y c, que en tal caso definen la ruta cevrada
denotada como abca. Este objeto matematico discreto corrvesponde a la cara con-
tinual. [ |
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La definicion de grafo planar y su asociacidn con rutas cerradas lleva
ala definicidn siguiente:

DEFINICION 22 (Caras discretas del dibujo de un grafo en el plano). Son
las rutas cerradas en el grafo dibujado.

Gracias a la asociacion entre caras continuas de un grafo en un plano
y las rutas cerradas que las acotan se tiene una manera de caracterizar
al dibujo del grafo en el plano por medio del concepto de grafo conectado
incrustado en un plano:

DEFINICION 23 (Grafo conectado incrustado en un plano). Es el conjunto
no vacio de las caminatas cervvadas, que reciben el nombrve de caras discretas de
la incrustacion. Los incrustamientos planares estan definidos de manera recur-
siva como sigue:

CASO0 BASE: Si G es un grafo que posee un solo vértice v, entonces la incrustacion
de G en el plano tiene una cava discveta, esto es, la caminata cevvada de
longitud igual a cero .

CASO DEL CONSTRUCTOR (DIVISION DE UNA CARA): Suponga que G es un
grafo conectado con un incrustamiento planar y también que a y b son vér-
tices no adyacentes distintos de G que aparecen en alguna cara discveta 7y
del grafo incrustado en el plano. Esto es, 7y es una caminata cevvada de la
forma:

a..b..a.

Similarmente, sea b un vértice sobre una cava discveta, digamos 5, en el in-
crustamiento de H. Por lo tanto, § es de la forma:

b--b.

Entonces el grafo que se obtiene al agregar una avista {a.b} a las avistas de G
tiene una incvustacion planar con las mismas cavas discretas de G, excepto
que y es reemplazada por las dos caras discretas:

a..bay ab..a.

CASO DEL CONSTRUCTOR (ADICION DE UN PUENTE): Suponga que G y H son
grafos conectados con incrustaciones planarves y con conjuntos de vértices
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disjuntos. Sea a un vértice sobre una cava discveta, digamos 7y, en el incrus-
tamiento de G; es deciy, 7y tiene la forma:

a...a.

Entonces el grafo que se obtiene al conectar G y H utilizando una nueva
arista, {a, b}, tiene un incrustamiento planar cuyas caras discretas son la
union de las cavas discretas de G y de H, exceptuando que las cavasy y 6 son
remplazadas por una nueva cara:

a..ab...ba.

Una delas propiedades mas basicas de un grafo conectado esla que es-
tablece que el nimero de caras en cada posible incrustacion planar esta
determinado por el nimero de sus vértices y de sus aristas. Esta propie-
dad recibe el nombre de formula de Euler, que se presenta a continuacion
como un teorema:

TEOREMA 1 (Formula de Euler). Siun grafo conectado posee una incrustacion
planar, entonces:
v—a+c=2,

donde

- v denota el niimero de vértices;
- a denota el niimero de aristas;

. ¢ denota el niimero de caras.

Enlo que sigue me serviré de este enunciado, cuya demostracion esta
fuera de los alcances de este libro.

Una vez introducido el herramental requerido de la teoria de grafos,
se puede abordar la demostracién de la declaracién matematica que con-
cierne este capitulo: solo existen cinco poliedros requlares convexos.

DEMOSTRACION:
Suponga que se toma cualquiera de los poliedros regulares convexos
y se coloca en el interior de una esfera. Se podrian entonces proyec-
tar las fronteras de las caras del poliedro sobre la esfera, lo cual daria

207



DIEZ TEOREMAS PARA ESTIMULAR TU CREATIVIDAD « TEOREMA 9

Figura 19. Hexaedro incrustado en el plano
La figura muestra el grafo planar que resulta al incrustar el hexaedro.

lugar a un grafo planar incrustado sobre la esfera, con las imagenes
de las esquinas de los poliedros correspondiendo a los vértices del
grafo. Entonces se puede utilizar la férmula de Euler para explorar
las restricciones estructurales que definen a los poliedros.

La figura 19 muestra como un ejemplo ilustrativo el grafo planar
que resulta al incrustar el hexaedro.

Sea entonces m el nimero de caras que se encuentran en cada es-
quina de un poliedro y sea n el nimero de aristas de cada cara. En
el grafo planar correspondiente se tienen m aristas incidentes a cada
uno de los vértices v. Por el lema del saludo de manos se sabe que

mxv=2xada.

Asimismo, cada cara del poliedro esta acotada por n aristas. Debi-
do a que cada arista esta en la frontera de dos caras se tiene que

nxc=2xa.

Resolviendo para vy para c en estas dos ecuaciones y sustituyen-
do en la formula de Euler se tiene:

2xa 2xa
—a+ =2,
n
lo cual se convierte en
1 1 1 1
—+-==-+z
m n a 2
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Esta igualdad restringe entonces la estructura que puede tener un po-
liedro. El problema de demostrar que existen sdlo cinco poliedros regu-
lares convexos ha llevado a la exploracion de los conjuntos de ntimeros
enteros que satisfacen la igualdad precedente; es decir, a la determina-
cién de los valores de los nimeros enteros:

- m, que denota el nimero de caras;
- n, que denota el nimero de aristas en cada cara;
- a, que denota el nimero total de aristas en el poliedro.

Dado que todo poligono tiene al menos 3 lados, se tiene que n > 3.
Ademas, al menos 3 poligonos deben de encontrarse en una esquina
paragenerar un angulo sdlido en un poliedro. Esto significaquem > 3.
Por otro lado, si n o m tuvieran un valor igual o mayor a 6 se tendria:

1 1 1

376772
que es menor al valor del lado derecho de la igualdad. En consecuen-
cia tienen las restricciones algebraicas en los valores de ny de m da-
das por las desigualdades siguientes:

3 < n

IA
&

y
3 < m < 5.

Las posibles combinaciones de valores de n y de m, escritas como pa-
res {n, m}, estan entonces dadas por

{3,3}, {3,4}, {3,5}, {4,3}, {4,5}, {5,3}, {5,5}
Tomando el primer conjunto, esto es, {3, 3}, se tiene que

11 1 1 2

ntm=37353
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Esto es:

que da lugar al nGmero total de aristas:
a==6.
En consecuencia, el nimero de vértices v es igual a
2xa/m=2x6/3=4
y el nimero de caras esta dado por
c=2xa/n=2x6/3=4

Esta solucion corresponde evidentemente al tetraedro. Con el mismo
procedimiento se pueden explorar todas las opciones para el restan-
te nimero de 6 conjuntos, tomando en cuenta en cada caso las res-
tricciones asociadas. Al finalizar el analisis, resulta que s6lo otros 4
poliedros regulares satisfacen la igualdad derivada de la formula de
Euler. De esta manera, para cada combinacion valida de n y de m
se pueden computar, utilizando la igualdad, el niimero asociado de
vértices v, de aristas ay de caras c. Esto da lugar a la tabla siguiente:

LSOLUCIéNLn mlv a cJ

1 3 3|4 6 4
318 12 6
4| 6 12 8
5112 30 20
3120 30 12

Ul b W N
U1 W Wb

Estas cinco soluciones corresponden justamente a los cinco poliedros
regulares convexos:

SoLUCION 1: tetraedro.
SoLUCION 2: hexaedro.
SoLUCcION 3: octaedro.
SOLUCION 4: icosaedro.
SoLUCION 5: dodecaedro.
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Los conjuntos {n.m} dados por {4,5} y {5,5} dan lugar al nimero
a = —20 parael primer conjuntoyalntimero 2 = —10 para el segundo,
lo cual no tiene sentido. Se concluye entonces que no pueden existir
poliedros regulares convexos fuera de los cinco ya conocidos. De esta
manera finaliza la demostracion. O

La declaracion matematica que se ha demostrado en este capitulo po-
see sin lugar a dudas una de las historias mas impresionantes del mundo
de las matematicas. Junto con la no racionalidad de la raiz cuadrada de 2,
la existencia del dodecaedro fue, de acuerdo con la tradicidn, el otro se-
creto guardado por los pitagdricos. La eleccidn de este poliedro regular
convexo por parte de Platdn para representar el universo influy6 en el in-
terés de los matematicos que, como Euclides, llegarian a demostrar que
forma parte de los inicos cinco poliedros regulares convexos que existen.

Para terminar este capitulo, abordaré a continuacion lo que se ha da-
do en llamar el dislate geométrico de Johannes Kepler. Al redactar este
escrito tuve laidea de servirme de ese famoso error al recordar su exposi-
cion y analisis por parte del planetdlogo estadounidense Carl Sagan en el
capitulo 3 de su famosa serie televisiva de divulgacion cientifica Cosmos:
un viaje personal, producida por la televisora piiblica de California, Esta-
dos Unidos, KCET a fines de los afios setenta del siglo pasado y emitida
por el Servicio Pablico de Radiodifusion de los Estados Unidos (PBS por
sus siglas en inglés) en 1980. En mis tiempos de estudiante de preparato-
ria disfruté mucho de esta serie televisivay fue un gran estimulo al elegir
dedicarme profesionalmente a la ciencia.

EL DISLATE GEOMETRICO DE JOHANNES KEPLER

Elinterés de los matematicos por los poliedros regulares convexos alcan-
z6 una de sus cumbres en la propuesta del astronomo y matematico ale-
man Johannes Kepler, quien a fines del siglo Xv1 explico ervoneamente el
porqué del nimero de planetas en el Sistema Solar, asi como las relacio-
nes entre sus didmetros orbitales. Esto lo hizo en términos de un modelo
que incluia una compleja anidacion de esferas, asi como los cinco s6lidos
platdénicos. En el modelo cosmografico de Johannes Kepler, publicado en
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1597 en su obra escrita en latin Mysterium Cosmographicum (en espafiol:
El misterio cosmografico), cada esfera representa una 6rbita planetaria y
cada drbita circunscribe uno de los sdlidos. De esa manera los cinco s6-
lidos platénicos funcionan como espaciadores entre las érbitas planeta-
rias. Johannes Kepler asoci6 entonces a

. Mercurio con el icosaedro;

. Venus con el octaedro;

. la Tierra con el dodecaedro;
- Marte con el tetraedro;

- Japiter con el cubo.

La esfera que contenia la composicidon planteada representaba a Sa-
turno, pues en tiempos de Johannes Kepler estos seis planetas eran los
Gnicos que se conocian. El descubrimiento de Urano se le acredita hoy
en dia al astrébnomo y compositor britanico de origen aleman William
Herschel, quien lo observo por primera vez el 13 de marzo de 1781, uti-
lizando para ello un telescopio de su propia construccion. En cuanto al
planeta Neptuno, su descubrimiento es uno de los logros mas notables de
la capacidad predictiva del conocimiento matematico de los fené6menos
naturales. En efecto, este planeta fue descubierto mediante calculos mate-
maticos por el astronomo francés Urbain Le Verrier. Esto ocurri6 a fines
del mes de agosto de 1846 al analizar las irregularidades en la 6rbita de
Urano que se desprendian de la informacién obtenida mediante el uso
de observaciones astrondémicas. Las irregularidades detectadas se expli-
caban al agregar a la descripciéon matematica, derivada de la aplicacion
de la teoria gravitacional de Isaac Newton, la presencia de un planeta
con las caracteristicas del que después recibiria el nombre de Neptuno.
La verificacidon observacional de la existencia del planeta que perturba
a Urano fue realizada por el astronomo aleman Johann Gottfried Galle,
asistido por su estudiante Heinrich Louis d’Arrest, en la noche del 23 al
24 de septiembre de ese mismo afio, en el Observatorio de Berlin. Hoy
en dia se considera que el Sistema Solar s6lo posee ocho planetas, ya que
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Pluton fue desclasificado por la Unioén Astron6émica Internacional el 13
de septiembre del afio 2006.

Es evidente que el modelo cosmografico de Johannes Kepler esta ins-
pirado enlasideas de Platon expresadas en el Timeo. Su esfuerzo por darle
sentido a la informacidon observacional disponible, necesariamente in-
completa, utilizando para ello el limitado herramental que él mismo ha-
bia ayudado a desarrollar con base en un esfuerzo intelectual por demas
extraordinario, es un ejemplo magnifico delaimperiosa necesidad huma-
na por descubrir los principios que rigen la realidad en la cual transcurre
nuestra existencia. Johannes Kepler es uno de mis personajes cientificos
favoritos. Su determinacion de las leyes del movimiento celeste a partir
de los datos astronémicos que recibi6 del astronomo danés Tycho Brahe
constituyen un logro magnifico de la ciencia. El no poder compaginar su
modelo matematico —que residia en la consideraciéon de que las 6rbitas
heliocéntricas de los planetas eran circulares— con los datos astrondomi-
cos, lo llevaron a considerar 6rbitas elipticas y con ello a descubrir la na-
turaleza del movimiento de los planetas y abrir asi la puerta por la que
luego entraria Isaac Newton en la Gran Historia de la Ciencia. La reali-
dad se le impuso a Johannes Kepler sobre sus preconcepciones de corte
eminentemente religioso, lo cual todavia le sigue siendo dificil a muchos
cientificos.

Para terminar este capitulo cabe aqui un cuestionamiento final:

cQué es lo que ha hecho tan atractivos a los poliedros requlares convexos?

Resulta obvio el interés estético que poseen estos objetos matemati-
cos. Prueba de ello son las famosas ilustraciones que el legendario Leo-
nardo da Vinci realizé para el libro De divina proportione (en espafiol:
La proporcion divina), publicado en 1509 por el matematico italiano Luca
Pacioli. En nuestro tiempos los poliedros regulares, convexos o no, siguen
siendo motivo de interés estético en el ambito de la arquitectura. Sin
embargo, quizas la respuesta al cuestionamiento planteado radica en lo
sorprendente que resulta para muchos el que una verdad matematica
(sformal?) sea literalmente tangible, pues lo mas intrigante de los polie-
dros regulares convexos es que se les pueda dar una presencia como ob-
jetos fisicos y no inicamente como entidades abstractas del mundo delas
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matematicas. Esta asociacion tangible entre lo abstracto y lo material es
tan seductora hoy en dia como lo fue en la Antigua Grecia para Platony
para Euclides y en el siglo xviI para Johannes Kepler. Mas atn, las mate-
maticas poseen como una de sus cualidades principales la de constituir
un territorio en el que se pretende explorar lo absoluto, esto es, un terri-
torio donde algunos pretenden hallar verdades incuestionables. La aso-
ciaci6n entre matematicas y verdad es un tema frecuente en el ambito
de la filosofia de las matematicas, y todavia queda mucho que pensar en
torno a esto, tal y como lo expongo en el recuadro 39. Quizas el aspecto
mas complejo de este asunto radique en la paradoja de buscar la valida-
cién de perspectivas centradas en aceptar la existencia de lo verdadero
en un dominio de la actividad de la mente definido por la dominancia a
ultranza de las restricciones. ;Por qué esto es paraddjico? Porque en las
matematicas el ejercicio del razonamiento deductivo requiere el uso li-
bre, critico y entrenado de la mente, para evitar las trampas que vienen
con las creencias, no siempre erroneas, y asi elucidar las restricciones
que definen a los objetos matematicos.

La buisqueda libve de la verdad es un prervequisito para poner a la luz de
nuestra comprension la falta de libertad que define al fenomeno matematico.

Como he expuesto en la demostracién con base en la aplicacién de
la teoria de grafos, la existencia debidamente probada de que hay tnica-
mente cinco poliedros regulares convexos constituye una verdad absolu-
ta, ni mas ni menos. Estd verdad se deriva directamente de la restriccién
algebraica impuesta por la formula de Euler. La creencia de Platon a fin
de cuentas resultd cierta, aunque la certeza sélo se alcanzd con la prime-
ra demostracidon debida a Euclides. Sin embargo, la creencia de Johan-
nes Kepler —que él considerd cierta debido a la certeza alcanzada por
Euclides— result6 falsa. Invito al lector a continuar esta reflexiéon con la
suya propia.

Es tiempo de presentar el Gltimo teorema seleccionado en este libro:
la obra maestra de Arquimedes, el postre con el que concluira el banquete.
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K Recuadro 39. La naturaleza de la verdad matematica \

A diferencia del conocimiento cientifico normativo, el cual posee
una temporalidad incierta, el conocimiento matematico permanece
inalterable una vez que han sido demostrados los teoremas que lo
sustancian. Es esta caracteristica lo que ha llevado a cuestionar la
naturaleza de la verdad matematica. ;Quién debe dar respuesta? Al-
gunos consideran que los matematicos y otros asignan la tarea a la
filosofia, para la cual la verdad ha sido siempre uno de sus grandes
temas de reflexion. Desde la perspectiva filoséfica y siguiendo el en-
foque del filésofo prusiano del siglo xviit Immanuel Kant, se apre-
cian dos clases de verdad: la de adecuacion yla de interpretacion. La
primera se refiere al acuerdo del pensamiento consigo mismo o con
algo que le es exterior, la segunda concierne la bisqueda de sentido.
La clase de verdad que se suele asociar con lo matematico atafieala
de adecuacion, y ésta se divide en dos tipos: la empirica material y
la formal. Dado que los objetos matematicos no son objetos de la ex-
periencia, la verdad en matematicas no es de adecuaciéon material
empirica, por lo que sb6lo quedaria la verdad formal, esto es, la que
deriva de un conjunto de axiomas. Sin embargo, muchos en la comu-
nidad matematica creen en los objetos matematicos como objetos
reales ideales, por lo que no aceptan la naturaleza formal de la verdad
matematica como un puro resultado de los alcances y de las limita-
ciones del lenguaje, en el sentido postulado en la primera mitad del
siglo xx por el filésofo austriaco Ludwig Josef Johann Wittgenstein.
Ademas, a esto hay que agregar que la complejidad de las demos-
traciones matematicas contemporaneas (la del Gltimo teorema de
Fermat por Andrew Wiles, por dar un ejemplo pertinente), involucra
la participacidn de arbitros, lo cual introduce necesariamente el fac-
tor politico propio de las disputas sociales por el poder en el ambito
de la ciencia y de la academia. Esto implica forzosamente la emer-
gencia de lo politico en la definicidon de la verdad matematica. Esto
inaugura sin duda un nuevo debate, sin visos de alcanzarse facilmen-
\_te el consenso dentro de la comunidad matematica. Y.
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Teorema 10. Una esfera tiene
dos tercios del volumen
del cilindro en que se inscribe

Marco Tulio Cicerédn, celebre escritor, hombre de estado y en su momen-
to miembro del senado romano, en su texto escrito en latin Tusculanae
Disputationes (conocido en el mundo hispano como Disputaciones tuscula-
nas), publicado hacia el afio 45 a.C., describe su visita a lo que él juzgd
como la tumba del legendario ingeniero, fisico y matematico Arquime-
des de Siracusa. Segin Cicerén, en esa tumba él habria hallado una es-
cultura consistente en una esfera y un cilindro, aunque no especifica en
su escrito la configuracién de lo que hallé. En su relato, Cicer6én afirma
haber solicitado a sus acompafiantes locales que limpiaran la tumba eli-
minando la hierba acumulada.?® Segtin lo reportado un siglo més tarde
por el ciudadano romano de origen griego Plutarco, en su texto del afio 75
d.C. dedicado a la biografia del conquistador de Siracusa, el comandan-
te romano Marcus Claudius Marcellus, Arquimedes estaba tan orgulloso
de su demostracion a la declaraciéon que concierne al presente capitulo,
que habria solicitado a sus amigos que decoraran a manera de epitafio su
tumba con una escultura alusiva.

Con base en lo escrito por Cicerén y Plutarco, se suele afirmar que pa-
ra Arquimedes la demostraciéon de que una esfera tiene dos tercios del
volumen del cilindro en el que se inscribe fue su logro favorito. Como lo
he indicado precedentemente, Arquimedes incluyd la demostracién en

26 Dado el poco aprecio que los romanos tuvieron por los aspectos tedricos de las matematicas, se
ha llegado a afirmar que la Unica contribucién del Imperio romano a las matematicas fue ese ac-
to de limpieza de la tumba de Arquimedes reportado por Cicerdn, si es que eso pasé realmente,
lo cual es de dudarse.
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Figura 20. Esfera inscrita en un cilindro
La imagen que se muestra en esta figura corresponde al objeto geométrico constituido por
una esfera de radio r inscrita en un cilindro de radio también igualary de altura2 x r.

su tratado Sobre el cilindro y la esfera,?” que es considerado por muchos su
obra maestra en lo que respecta a sus exploraciones en el ambito de la geo-
metria. En el recuadro 40 he incluido una resefia sucinta de lo que se en-
tiende por obra maestra en el contexto de las matematicas, un concepto
que, de hecho, tiene mucho que ver con Arquimedes.

Debido a la importancia que se le ha dado en la historia de las ma-
tematicas, decidi dedicar este capitulo final al resultado de Arquimedes,
con el fin de honrar una vez mas su memoria y rendirle asi homenaje, y
quizas también porque atin queda en la comunidad matematica algo del

27 Los tratados de Arquimedes, ademés de Sobre el cilindro y la esfera, incluyen La medicién del
circulo; Sobre conoides y esferoides; Sobre las espirales; Centros de gravedad de los planos; Cua-
dratura de la pardabola; El contador de arena; El método de los teoremas mecdnicos; Sobre los
cuerpos que flotan.
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K Recuadro 40. La nocidon de obra maestra en matematicas \

La nocion de obra maestra proviene de la Europa de fines de la Edad
Mediay se asocia con el requerimiento que tenia el artesano de elabo-
rar una pieza que demostrara la excelencia en la practica de su oficio
para ser admitido en el gremio respectivo, con lo cual obtenia la acre-
ditacion de maestro. Durante el siglo X1x, bajo la influencia del Ro-
manticismo, la nocidn se ancl6 en el ambito del arte (esencialmente
en Francia), correspondiéndole a criticos especializados y reconoci-
dosla calificacion de la obra, en sustitucion de la certificacion corpo-
rativa. Mas alla del éxito comercial de un artista, la caracterizacion
de una de sus piezas como obra maestra esta asociada hoyen diaala
evaluacion por parte de expertos y no depende de la apreciacion del
plblico. En el contexto de las matematicas el concepto de obra maes-
tra es dificil de establecer, sobre todo en esta época que ha visto un
crecimiento extraordinario en la complejidad de los problemas que
interesan a los matematicos. A diferencia del arte, los inicos califica-
dos para considerar un pieza matematica (es decir, la demostracion
de un teorema o de un conjunto de ellos) son también matematicos.
Elreconocimiento del mérito recuerda entonces el esquema seguido
a fines de la Edad Media para acreditar a los artesanos como maes-
tros. En cierto sentido, las obras maestras matematicas son hoy en
dia comisiones solicitadas por la propia comunidad matematica a
sus miembros para legitimar su pertenencia al gremio matematico.
Esto explica la importancia que se le da en la comunidad matema-
tica a la resoluciéon de problemas matematicos dificiles que han
planteado integrantes consagrados. Este seria el caso con el listado
de problemas propuesto por David Hilbert, en el Congreso Interna-
cional de Matematicas que tuvo lugar en Paris, Francia, en el afio
1900. Algunos matematicosirreflexivos se complacen en afirmar que
su quehacer hace de ellos una suerte de artistas, sobre todo algunos
de entre ellos que cultivan las matematicas adjetivadas como puras.
El analisis socioldgico muestra que estarian mas cerca de ser artesa-
Knos. Esto escrito sin ninguna connotacion peyorativa. )
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Romanticismo individualista nacido en Europa a finales del siglo xviii en
oposicion alosideales del Siglo de las Luces. Las matematicas son quizas
el campo de la ciencia que méas ha promovido y cultivado el individua-
lismo entre sus creadores, y por ello los nombres de individuos notables
como Arquimedes se han mantenido en la memoria colectiva durante si-
glos. Cabe mencionar que el anverso de la Medalla Fields, el maximo reco-
nocimiento que la comunidad matematica internacional le otorga a sus
miembros mas destacados, muestra precisamente un bajo relieve que re-
presenta el rostro de Arquimedes, asi como sunombre en griego y la frase
en latin:

Transire suum pectus mundoque potiri,

que se traduce al espafiol como I mas alla de uno mismo y dominar el mundo.
En el reverso de la medalla se muestra la esfera inscrita en el cilindro
junto con la frase en latin:

Congregati ex toto ovbe mathematici ob scripta insignia tribuere,

que se traduce al espafiol como Los matematicos de todo el mundo se veu-
niervon para dav esta medalla por escritos excelentes. Esto muestra el respeto
que los matematicos tienen por la memoria de sus héroes, asi como el pe-
so tanto del individualismo como del reconocimiento basado en la com-
petencia, caracteristicas dominantes de la dinadmica social en Occidente.
Todavia queda mucho por hacer para cambiar estos esquemas sociales a
fin de dar cauce a enfoques menos individualistas y méas basados en la
colaboracion.

Para proceder a la demostracién es importante recordar que Arqui-
medes no fue inicamente matematico, sino también uno de los pioneros
de la fisica matematica y asimismo ingeniero. Esto es muy importante,
ya que es la combinacion de sus talentos prodigiosos lo que permitio6 a
Arquimedes realizar la demostracion. El gedmetra griego Papo de Ale-
jandria (quien vivid hacia el siglo 1v de nuestra era), cita en su obra pu-
blicada hacia el afio 340, Synagoge, del griego antiguo Xuvaywyy (que se
traduce como Coleccion), la famosa frase:

jDadme un punto de apoyo y moveré el mundo!
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Figura 21. El principio de la palanca
La figura muestra de manera esquematica el principio de la palanca. Se representa la barra
rigida mediante una linea horizontal, que puede girar libremente sobre el plano en torno
a un punto de apoyo colocado justo a la mitad de la barra. Las fuerzas aplicadas a los bra-
zos de palanca se representan mediante numeros enteros. En (a) y (b) se muestra el des-
equilibrio causado por la diferencia entre fuerzas aplicadas de magnitudes distintas sobre
puntos equidistantes del punto de apoyo. En (c) se muestra una circunstancia de equilibrio
debida a fuerzas idénticas aplicadas en puntos equidistantes del punto de apoyo y en (d) lo
gue acontece cuando se aplican fuerzas idénticas aungue en puntos no equidistantes del
punto de apoyo.

En esta frase estd implicito el conocido principio de la palanca, del cual
se sirve Arquimedes en la demostracion de la declaracién que concierne
a este capitulo, la cual utiliza conceptos provenientes de la mecanica. El
principio de la palanca, que se ilustra en la figura 21, se resume mediante
laigualdad que especifica bajo qué condicionesla barra esta en equilibrio,
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a saber: cuando no se desplaza angularmente alrededor de su punto de

apoyo:
dy _m

dy —omy’
donde, siguiendo lo mostrado en la figura 21:

- d, representala distancia del punto donde se coloca la masa m; al punto
de apoyo;

- d, representala distancia del punto donde se coloca la masa m, al punto
de apoyo.

Procedo ahora con la Gltima demostracion de este libro, para lo cual
seguiré la metodologia de Arquimedes, e inspirado en el estilo expuesto
por el especialista francés en la pedagogia de las matematicas Vincent
Pantaloni, en http://prof.pantaloni.free.fr/spip.php?article132.

DEMOSTRACION:

En la figura 22 se muestra la metodologia geométrica propuesta por
Arquimedes, que se basa en la comparacion de los volimenes de los
sblidos de rotacién que resultan al hacer rotar el rectangulo, el circulo
y el tridngulo mostrados en la figura 22-(a). Dichos s6lidos se mues-
tran en la figura 22-(b). La comparacion parte del corte que se hace
alo largo de la recta my que resulta en tres discos como resultado
delarotacidn. Se obtienen entonces tres rebanadas de espesor infini-
tamente pequeilo, una para la esfera, otra para el cilindro y una mas
para el cono. En cada caso el volumen de la rebanada es proporcional
a la superficie de su base, lo cual se traduce en que son proporciona-
lesa

2

- HP paralarebanada del cono;
2

- HQ paralarebanada de la esfera;
)

- HM parala rebanada del cilindro.

La gran idea de Arquimedes en torno a la comparacién de los
volimenes consiste entonces en hallar una relaciéon entre estas tres
cantidades. Para ello se utiliza una propiedad muy conocida de los
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Figura 22. Método de Arquimedes
En (a) el punto A estd a la mitad de IB. El rectdngulo es un doble cuadrado; @y BS son
iguales e igualan al diametro del circulo centrado en el punto O. En (b) se muestran los
cuerpos sélidos que resultan al hacer girar alrededor del eje IB el rectangulo, el circulo y el
triangulo AARS.

tridangulos semejantes. Como puede verse en la figura 22-(a), los

triangulos AAHQ v AAQB son semejantes, esto es, poseen los mis-
mos angulos.
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En consecuencia: -
AH  AQ
AQ AB’
de lo cual resulta que
- - = 2
AH x AB=AQ x AQ = AQ .
Considerando el triangulo AAHQ y tomando en cuenta el teorema
de Pitagoras se tiene que

2 2 2
AQ =HQ +AH,
por lo cual
AH x AB =HQ +AH .
Debido a que el tridangulo AAHP es isbsceles, se tiene que
AH = HP.

En consecuencia: ) )
AH x AB=HQ +HP .

Partiendo de esta igualdad, Arquimedes propone servirse de la
perspectiva mecéanica utilizando una palanca, cuyo punto de apoyo
esta en A. Siguiendo esta idea, se toman los brazos de palanca Al y
AH.

Se calcula entonces la razén:

Al HM

AH AH
Multiplicando y dividiendo el lado de la derecha de esta igualdad por
HM sellega a lo siguiente:

2

Al HMxHM _ HM
AH AHxHM AHxHM

Esto es: )
Al HM

- = —2 2’
AH  HQ +HP
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O T

Figura 23. Equilibrio en el método de Arquimedes - cortes infinitesimales
Lasrebanadas resultantes de la particién a lolargo de larecta MN en la figura 22 se equilibran
como se muestra en esta imagen.

que se interpreta ahora en términos de palancas comparandola con
dy/dy = my /.

En términos de esta interpretacidén mecanica, las rebanadas resul-
tantes del corte se equilibran si se las coloca como se muestra en la
figura 23. Tomando en cuenta ahora todas las rebanadas que resul-
tan al variar el corte segin MN con el punto H recorriendo todo el
segmento AB se llega a la situacion de equilibrio que se describe en
la figura 24: la esfera y el cono se sujetan al punto fijo I, mientras que
el cilindro se sujeta a su centro de gravedad O, que se encuentra a la
mitad del segmento AB. Se puede reordenar esta situacion de equili-
brio tal y como se indica en la figura 25 (p. 227).
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Figura 24. Equilibrio en el método de Arquimedes - sélidos equilibrados
Enestaimagen seilustralo que resulta al variar el corte segun MN con el punto H recorriendo
todo el segmento AB (véanse las figuras 22 y 23).

Dado que

IA

OA
resulta que la masa del cilindro vale entonces dos veces la masa del
cono agregada a la masa de la esfera. Para llegar al resultado que aso-
cia al cilindro con la esfera inscrita, se aprovecha el hecho de que si
se duplica el radio de un cilindro sin cambiar su altura se multiplica
por cuatro el volumen del cilindro. En consecuencia, el cilindro de la

figura 24:

4

. tiene cuatro veces el volumen del cilindro en el cual se inscribe la
esfera;

- iguala a dos veces el volumen de la esfera adicionado a dos veces
el volumen del cono.
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Figura 25. Equilibrio en el método de Arquimedes - reordenamiento
de los sélidos equilibrados
Reordenamiento de los cuerpos sélidos mostrados en la figura 24.

En lo que sigue se denota:
- volumen del cono: vol (cono);

. volumen del cilindro en el cual esta inscrita la esfera:
vol (cilindro);

- volumen de la esfera: vol (esfera).

Para proseguir con la demostracion, se tiene que Arquimedes sa-
bia que el volumen de un cono es igual a un tercio del volumen de un
cilindro de igual radio y de igual altura. Esto significa que

3 xvol(cono)=2x  vol(esfera)+2 x vol(cono).

Lo cual implica que

vol (cono)=2x  vol (esfera).

O equivalentemente:

3 x vol(cono) =6 x vol (esfera) .
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Esto es:
4 x vol (cilindro) = 6 x vol (esfera).

Lo cuallleva a

2 x vol (cilindro) = 3 x vol (esfera),

o
2
gvol (cilindro) = vol (esfera),
y asi finaliza la demostracion. O

La demostracién que se ha presentado ilustra el ingenio portentoso
de Arquimedes, que sigue sorprendiendo miles de afios después de su
muerte.

Su empleo del principio de la palanca se inscribe en lo que se deno-
minan hoy en dia métodos mecanicos, una particularidad del estilo de Ar-
quimedes, algo asi como su sello personal.

En este caso, la utilizacion del principio de la palanca le permiti6
demostrar la declaraciéon sin requerir del computo de los volimenes del
cilindro y de la esfera, lo cual necesita del conocimiento del nimero 7.
Ademas, de manera muy habil Arquimedes se sirvi6 en la demostracion
del concepto de infinitesimal, que no seria totalmente formalizado hasta
el siglo xv1I por Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz con la inven-
ciéon del calculo.

Para comparar, en la seccidn siguiente incluyo una demostracién que
se caracteriza por su falta de elegancia.

DEMOSTRACION CARENTE DE ELEGANCIA

Cuando se conocen por adelantado los volimenes del cilindro y de la es-
fera, la demostracion del teorema es trivial, aunque carente totalmente de
elegancia. En efecto, hoy en dia se sabe que el volumen de la esfera de ra-
dio igual a r esta dado por

=TT X T,
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En cuanto al volumen del cilindro cuya base tiene como radio a ¥ y como
altura a 2 x r, éste se computa como sigue:

TXP2X2xr=2x7mT %13,
que también se puede expresar como

3 X TT% r3.
Fraccionando esta cantidad, resulta que el volumen del cilindro esta dado
por
3

2x7rxr3+2x7'(xr3+2x7'fxr
3 3 3 ’

volumen de la esfera

Lo cual significa que la esfera inscrita en el cilindro tiene un volumen
igual a dos tercios del volumen del referido cilindro, es decir, dos tercios
del volumen del cilindro igualan al volumen de la esfera que le esta ins-
crita, tal y como lo afirma el teorema. ;Cual de las dos demostraciones
prefiere el lector? En mi caso la versién de Arquimedes me parece mucho
mas interesante, pues requiere como punto de partida de menos informa-
cion que la segunda. Este, de hecho, suele ser un principio de selecciéon al
abordar la demostraciéon de una declaraciéon matematica.

Conviene notar que una misma declaracién matematica puede tener
mas de una demostracién valida. Esto lleva necesariamente a preguntar
sobre los criterios que rigen los modos especificos de razonamiento que
se eligen para abordar la demostracion de una declaraciéon matematica
especifica, asi como el papel que desempefia la percepcion en el razona-
miento de indole matematica. Abordo este asunto a continuacion.

PERCEPCION DE LA REALIDAD Y RAZONAMIENTO MATEMATICO

Como suele suceder en muchos casos, el camino que se sigue para llegar
a un destino no es inico y muchas veces lo que importa es precisamente
el camino y no el destino. Como afirmé Buda Gautama (ca. 563-483 a.C.-
483-368 a.C.):

El camino es la felicidad.
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Considere los versos en francés del poema Sensation, que el poeta fran-
cés Arthur Rimbaud escribié en marzo de 1870, a los 16 afios:

Par les soirs bleus d’été, j'ivai dans les sentiers,
Picoté par les blés, fouler I'herbe menue :
Réveur, j'en sentirai la fraicheur a mes pieds.
Je laisserai le vent baigner ma téte nue.

Je ne parlevai pas, je ne penserai vien :

Mais U'amour infini me montera dans I'dme,

Et j’ivai loin, bien loin, comme un bohémien,

Par la Nature, - heureux comme avec une femme

y que me permito traducir libremente al espafiol como sigue, plenamente
consciente de la dificultad que implica la traduccion de poesia de su len-
gua de origen, acotada por sus circunstancias, a otra lengua, bajo otras
circunstancias:

Sensacion

En los azules atavdeceres del verano, me iré por los senderos,
picoteado por el trigo, pisaré la hievba apenas crecida:
sofiador, sentiveé su frescura bajo mis pies.

Dejaré que el viento vecorra mi cabeza desnuda.

No hablavé ni pensaré nada,

pero el amor infinito embargara mi alma,

y me ivé lejos, muy lejos, como un gitano,

feliz, por la naturaleza, como en compaiiia de una mujer.

La construccion del conocimiento matematico puede ser un acto pu-
ramente racional, enfocado a alcanzar una meta perfectamente definida
y recorriendo sin distracciones el camino mas corto. Sin embargo, tam-
bién puede ser un camino en el cual lo que importa es lo que se siente
al recorrerlo. La ruta que siguié Arquimedes para construir la demostra-
cién que se ha presentado y a la que él mismo consider6 como su obra
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maestra —en el sentido al que me he referido en el recuadro 40 (p. 219)—,
resume una época especifica enla historia de las matematicas. Una época
iniciada con la sistematizacion del razonamiento hipotético-deductivo
por parte de Euclides en los Elementos y concluida por Arquimedes, el in-
geniero, al combinar la intuicién mecanicista adquirida en el proceso de
disefio de artefactos practicos, con la perspectiva geométrica que carac-
teriz6 la forma de ser del conocimiento matematico de la Antigua Grecia.
A través de su demostracion Arquimedes mostrd el placer que se siente
al tomar derroteros inesperados. El principio de la palanca, que Arqui-
medes formalizd en términos matematicos, no sélo captura una propie-
dad mecanica, sino que también representa la manifestaciéon cognitiva
del uso no so6lo de la percepcion sensorial sino también de la apropiacion
sensual de la realidad. Metaféricamente hablando, Arquimedes recorrio
los senderos del conocimiento y fue muy lejos y se permitid entregarse a
su deseo y con ello a lo que Arthur Rimbaud reconocié como la Natura-
leza, formada no sélo por lo que esta ahi sin nosotros, sino que también
nos incluye, sin dejar fuera nuestros razonamientos por mas abstractos
y racionales que puedan ser.

Con esto finalizo este capitulo, s6lo me resta en lo que sigue hacer al-
gunos comentarios generales y presentar algunas referencias bibliografi-
cas que pueden servirle al lector para complementar lo que he expuesto
a todo lo largo de este volumen.
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Comentarios finales

He recorrido en este volumen un camino que invita a practicar el razona-
miento bajo las restricciones que impone la construccién del conocimien-
to matematico. Ese ha sido mi objetivo desde el principio. Siento que ha
sido un buen viaje, quizas sbélo un tramo de una ruta mas extensa. Parti
hacia mi destino comenzando con la reconstruccién de la anécdota in-
fantil de un nifio pobre que se hizo principe a si mismoy que en su vejez
gustaba contemplar desde su palacio las colinas que él mismo ajust6 con
regla y compas. Esas colinas pobladas de criaturas minimasy celestiales
nacidas de los suefios de los sabios de esa Grecia que no supo proteger a
su sabio mas critico.

Asi comenzd el viaje, y pienso que en la etapa final de éste prevalecio
el gozo, aunque no sin cierto temor y quizas también bajo la presencia
de una ligera ansiedad, de las delicias mecanicas del grandioso sabio de
Siracusa. Para mi romantico infortunio, y acompafiado de los lectores in-
vitados, no me toco quitar, embargado por la solemnidad, la legendaria
hierba que dicen que ha recubierto la lapida que marca la tumba de ese
sabio que fue también héroe y mago. No, no estuve ante esa legendaria
piedra tallada que el vanidoso principe aleman tanto quiso imitar sin al
final lograrlo.

Asi comenz6 y asi termind el viaje, aunque eso no fue todo, pues en
eltrayecto me consentideteniéndome de tiempo en tiempo para dar cuen-
ta del paisaje. Durante el recorrido que tuve escuché, embelesado, el
canto de algunos nimerosy dialogué con otros que se saben esencialesy
que no aceptan someterse al escrutinio de la infausta factorizaciéon. Tam-
bién disfruté de la compafiia de simpaticos niimeros que gustan de las
superficies y de los volimenes y que, orgullosos, se niegan a ser vistos co-
mo simples fracciones de algo méas. Asimismo, me entretuve verificando
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que lo inconmensurable no solo existe, de alguna manera no consensua-
da, sino que puede darle sustancia a familias de objetos que se dejan ir en
la idealizacion del espacio fisico. Fue grato hallarlos, y en un recodo del
camino, el cual visité con sumo placer, me encontré para mi gran fortuna
con la famosa banda platonica de los poliedros. Si, a esos, los regularesy
también convexos, los hallé en un buen dia. Ellos, generosos hasta mas
no poder, me explicaron sin falsa modestia —como se debe hacer cuan-
do se habla de lo cierto— por qué sé6lo hay cinco como ellos. Sélo cinco
y ninguno mas. Unicamente cinco. Agradecido los dejé divinamente en-
tretenidos en torno a una fogata luminosa, platicando entre ellos sobre
planetas y triangulos domesticados. Fue un buen encuentro.

Durante mi travesia me acompafiaron algunos personajes excéntri-
cos, y uno de ellos me entretuvo tocando con su monocordio la cancién
esa de la flor del arbol al que algunos denominan Capomo. Si, fue muy
extrafio el paseo e incluso llegué a dudar de la existencia de lo real. Si, es-
tuvo muy agradable el paseo, aunque extrafié sobremanera la compafia
femenina. Ya sera para la proxima, y asi haré honor a las sensaciones su-
blimes que me legb el adolescente aquel, ese ser apasionado y salvaje que
huyo del frio de su pueblo. Eso haré en el préximo paseo.

Ha llegado, pues, el momento de despedirme, gustoso de haber com-
partido con ustedes mis experiencias,y como dicen con carifio los gitanos:

LATCHO DROM.
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Bibliografia recomendada

Como complemento a lo que he expuesto en este volumen, incluyo en es-
te capitulo final algunas recomendaciones sobre fuentes bibliograficas de
informacién que pienso le seran de interés al lector como material com-
plementario. Aunque inicialmente tuve como objetivo privilegiar la in-
clusion de fuentes de informacion escritas exclusivamente en espafiol,
no me fue facil lograrlo. Desafortunadamente, ain es escasa la literatura
dedicada a la difusién del conocimiento matematico escrita en espafiol,
por lo que la mayoria del material bibliografico que recomiendo aqui esta
escrito en inglés. Esto no es extrafio, pues la cultura anglosajona domina
en gran medida, a nivel mundial, la difusién del conocimiento cientifico,
y el inglés se ha convertido durante el Gltimo siglo en la lengua franca de
la ciencia. Ademas, es por demas obvio el desapego cultural que las na-
ciones hispanoamericanas tienen hacia las matematicas,! lo cual limita
el desarrollo de la industria editorial asociada a la publicacién del cono-
cimiento matematico. Espero que esta situacidén cambie en el corto plazo;
mientras tanto, no queda mas que adaptarse.

1 Para convencerse de esta aseveracion, basta con revisar los reportes relativos a las habilidades
matematicas de los estudiantes de 15 aflos del Programa para la Evaluacion Internacional de
los Alumnos (PISA, por sus siglas en inglés), elaborados por la Organizacién para la Cooperacién
y el Desarrollo Econdmicos (OCDE). de acuerdo con lo reportado en el aflo 2018, que mostroé el
predominio educativo asiatico, todos los paises latinoamericanos evaluados obtuvieron una cla-
sificacion inferior a la del promedio de paises pertenecientes a la OCDE, siendo similar la situacién
de Espafa. El reporte de 2018 colocd a Espafia en el lugar 34y a México en el lugar 61 de la clasi-
ficacion. Uruguay, el pais mejor clasificado de América Latina, ocupd el lugar 58. Seguramente
se pueden emitir criticas justificadas a los modos de evaluacién que subyacen a los reportes
PISA, que asocian el desempefio educativo al desarrollo econédmico de corte neoliberal, aunque
dificilmente se podra argumentar que sus conclusiones estén equivocadas.
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He dividido las recomendaciones bajo la forma de las siguientes sec-
ciones tematicas:

- Génesis del pensamiento matematico

- Métodos de demostraciéon

- Demostraciones visuales

- Tratados de Euclides y de Arquimedes

- Paris, capital mundial de las matematicas

- Matematicas fuera de Occidente

- Sobre los poliedros

- Reflexidn filosdfica en la Antigua Grecia

- Notacién matematica

- Matematicas en las humanidades y en las artes

- Matematicasy género

- En defensa de las matematicas

Como el lector podra notar, los temas elegidos estan relacionados con
el material que inclui en los cuadros a lo largo de este volumen. Para cada

seccion elegi al menos una referencia, evitando en lo posible incurrir en
excesos. El lector juzgara.

GENESIS DEL PENSAMIENTO MATEMATICO

La génesis del pensamiento matematico es un tema muy interesante
y su estudio tiene importancia al abordar las circunstancias histéricasy
culturales que le estan asociadas. Ellibro que recomiendo a continuacién
se inscribe en esa tendencia desde una perspectiva educativa orientada
a estudiantes de diversos ambitos, asi como a maestros de matematicas
que desean estimular el gusto de sus alumnos a través de la resolucion de
problemas.

Steven G. Krantz (2010). An Episodic History of Mathematics: Mathematical
Culture Through Problem Solving. Providence, Rhode Island: Ameri-
can Mathematical Society.
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METODOS DE DEMOSTRACION

Para abordar desde una perspectiva basica los métodos de demostracion
que subyacen a la construccién de conocimiento matematico recomien-
do el siguiente libro de publicacidn reciente. Este libro esté orientado a
estudiantes que inician apenas la educacién universitaria en areas de
matematicas, computo e ingenierias. El libro basa su método de exposi-
cion en el uso intensivo de ejercicios de demostracion, siguiendo para ello
lalégica que se sigue en la informatica en el contexto de la asi denomina-
da programacion estructurada.

Daniel J. Velleman (2019). How to prove it: A structurved approach (Third edi-
tion). Cambridge-Nueva York: Cambridge University Press.

El libro que recomiendo a continuacién y que complementa la reco-
mendacion previa es en verdad muy interesante. Esta concebido para es-
timular el pensamiento matematico en estudiantes que recién inician su
formacion universitaria sin distingo de aveas. El libro prioriza la consoli-
dacion del razonamiento hipotético-deductivo mediante su aplicacion a
la resolucion de ejercicios matematicos no muy complicados. La mane-
ra como se presenta el material satisface criterios pedagdgicos de disefio
orientados a la educacion basada en la reflexion del alumno.

Rocio Abascal Menay Erick Lopez Ornelas (2016). Pensar en matematicas.
México: Universidad Auténoma Metropolitana.

Para quienes se sienten seguros con los desafios que plantean los teo-
remas, los libros siguientes ofrecen un buen material para ejercitarse,
pues pasa revista a demostraciones de resultados clasicos, incluyendo
algunas demostraciones que han sido reconocidas por la comunidad ma-
tematica como obras maestras del conocimiento matematico.

William Dunham (1990). Journey Through Genius: The Great Theorvems of
Mathematics. Hoboken, Nueva Jersey: Wiley Science Editions, John
Wiley & Sons.

Arthur Knoebel, Reinhard Laubenbacher, Jerry Lodder y David Pengelley
(2007). Mathematical Masterpieces: Further Chronicles by the Explorers.
Nueva York: Springer Science +Business Media.
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Martin Aigner y Glinther M. Ziegler (2018). Proofs from THE BOOK (Sixth
Edition). Berlin: Springer.

Complementariamente, el libro siguiente, que privilegia la ldgica que
subyace al desarrollo de las matematicas modernas, esta orientado a es-
tudiantes que siguen una formacién universitaria centrada de manera
especifica en las matematicas.

Richard J. Rossi (2006). Theorems, Corollaries, Lemma, and Methods of Proofs.
Hoboken, Nueva Jersey: John Wiley & Sons, Inc.

DEMOSTRACIONES VISUALES
Para explorar demostraciones a declaraciones matematicas que prescin-
den de palabras, el libro siguiente provee una gran coleccion.

Roger B. Nelsen (1997). Proofs without Words: Exercises in Visual Thinking.
Washington, DC: Mathematical Association of America.

Un complemento a este libro, centrado en el entrenamiento de la per-
cepcidnvisual como herramienta de comprension de las matematicas ba-
sicas, es el siguiente. Pienso que este libro sera del interés de especialistas
en la ensefianza de las matematicas.

Jessika Sobanski (2002). Visual math: See How Math Makes Sense. Nueva
York: Learning Express.

TRATADOS DE EUCLIDES Y DE ARQUIMEDES

Los Elementos de Euclides han sido publicados utilizando el lenguaje mo-
derno de las matematicas en la edicién que recomiendo a continuacién.

Euclides (2015). Elementos. Barcelona: Gredos.

En cuanto a los tratados de Arquimedes, estos estan disponibles en la
edicidén que recomiendo a continuacion.

Reviel Netz (2009). The Works of Archimedes: Translated into English, To-
gether with Eutocius’ Commentaries, with Commentary, and Critical Edi-
tion of the Diagrams. Cambridge: Cambridge University Press.
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PARIS, CAPITAL MUNDIAL DE LAS MATEMATICAS

;Como llegd Paris a constituirse en la capital mundial de las matematicas?
Francia es quizés el pais mas apegado culturalmente a las matematicas.?
Ellibro que recomiendo a continuacion pasa revista a las circunstancias
histéricasy culturales que han moldeado durante medio milenio el desa-
rrollo de las matematicas en Francia. El material incluido en el libro ilus-
tra de manera magnifica como el pensamiento matematico llega a formar
parte de la autoconcepcion de una nacién moderna.

Marcel Berger (2005). Cing siécles de mathématiques en France. Paris: Asso-
ciation pour la diffusion de la pensée francgaise.

Esta obra se complementa con el libro siguiente, en el cual se analiza
—desde la perspectiva de la sociologia y de la historia del conocimiento
cientifico— lo que caracteriza a las matematicas como campo cientificoy
las dinamicas socioculturales que lo determinan.

Pierre-Michel Menger y Pierre Verschueren (2023). Le monde des mathé-
matiques. Paris: Seuil.

MATEMATICAS FUERA DE OCCIDENTE

El estudio del conocimiento matematico fuera del mundo occidental es
motivo actual de gran interés. El libro siguiente incluye una serie muy
interesante de ensayos que abordan el tema.

Helaine Selin (ed.) (2000). Mathematics Across Cultures: A History of Non-
Western Mathematics. Dordrecht-Boston-Londres: Kluwer Academic
Publishers.

SOBRE LOS POLIEDROS

Los poliedros son un tema que ha apasionado alos matematicos a lolargo
de mucho tiempo. El libro siguiente es la referencia obligada sobre este
asunto.

2 El apego social de Francia por las matematicas se traduce en la obtencién excepcional de once
Medallas Fields por parte de graduados de la Escuela Normal Superior de Paris.
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Peter R. Cromwell (1999). Polyhedra. Cambridge: Cambridge University
Press.

REFLEXION FILOSOFICA EN LA ANTIGUA GRECIA

Platon ofrece unavisién importante sobre los esquemas de razonamiento
filosofico cultivados en la Antigua Grecia, por lo que hoy en dia sus Did-
logos siguen siendo una lectura obligada para toda persona interesada en
la reflexidn filosofica.

Platdon (2012). Didalogos. México: Porria.

En cuanto al pensamiento pitagdrico y su relacién con lo metafisico,
recomiendo el libro que listo a continuacion.

Robert Hahn (2017). The Metaphysics of the Pythagovean Theovem: Thales,
Pythagoras, Engineerving, Diagrams, and the Construction of the Cosmos
out of Right Triangles. Albany, Nueva York: SUNY Press,.

NOTACION MATEMATICA

La historia del desarrollo de la notacién en las matematicas requiere to-
mar en cuenta la confluencia entre ciencia, cultura y tecnologia. El libro
que recomiendo a continuacién ofrece material apasionante en torno a
dicho tema.

Florian Cajori (1994). A History of Mathematical Notations (Dover Books on
Mathematics). Mineola, Nueva York: Dover Publications.

MATEMATICAS EN LAS HUMANIDADES Y EN LAS ARTES

En tiempos recientes se ha discutido en el ambito de la pedagogia de las
matematicas como vencer lasreticencias que han desarrollados personas
inclinadas hacialas humanidadesy las artes. El siguiente libro ofrece un
tratamiento informal muy atractivo basado en ejercicios.

Peter Hilton, Derek Holton, Jean Pedersen (1997). Mathematical Reflec-
tions: in @ Room with Many Mirrors. Nueva York: Springer.
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MATEMATICAS Y GENERO

Aunque publicado hace méas de diez afios, el libro que recomiendo a conti-
nuacién explora las razones profundas que hoy en dia siguen influyendo
en el nimero reducido de mujeres dedicadas profesionalmente a tareas
que exigen el dominio del conocimiento matematico.

Stephen J. Ceciy Wendy M. Williams (2009). The Mathematics of Sex: How
Biology and Society Conspire to Limit Talented Women and Girls. Nueva
York: Oxford University Press.

EN DEFENSA DE LAS MATEMATICAS

Concluyo mis recomendaciones con un texto muy interesante que refle-
xiona sobre los errores que se cometen en la ensefianza de las matemati-
cas en los Estados Unidos. Pienso que el analisis del autor es pertinente
también para el caso de los paises donde se habla el espafiol como lengua
oficial. El texto aborda el estudio de las matematicas desde una perspecti-
va estéticay orientada a la resolucion de problemasy defiende la esencia
de las matematicas entendidas como arte.

Paul Lockhart (2009). A Mathematician’s Lament. Nueva York: Bellevue
Literary Press.

Finalizo asi mis recomendaciones, esperando sinceramente que sean
de utilidad para el lector.
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JUAN CARLOS MARTINEZ GARCIA

Investigador apasionado por el control automatico y sus aplicaciones.
Obtuvo con maximos honores el doctorado en Teoria Matematica del
Control Automatico e Informatica Aplicada porla Escuela Central de Nan-
tes, Francia, en 1994. Previamente, se gradu6 como ingeniero mecanico
electricista en la UNAM y complet6 una maestria en Ingenieria Eléctrica
con especialidad en control automatico en el Cinvestav-1pPN.

Pertenece al Sistema Nacional de Investigadoras e Investigadores
(sN11), nivel 3. Es profesor-investigador en el Departamento de Control
Automatico del Cinvestav. Sus lineas de investigacidon abarcan desde el
analisis de robustez en sistemas dinamicos lineales y no lineales hasta la
robdtica, la biologia sintética, el control cuantico, la biologia de sistemas
médicos —con énfasis en redes biomoleculares asociadas a la regulacién
genética de enfermedades cronico-degenerativas—, asi como el estudio
de los automatismos en sistemas socioculturales.

Ha sido investigador invitado en instituciones de prestigio, como la
Academia de Ciencias de la Repiiblica Checa, el cNRs en Francia y la Uni-
versidad de la Reptblica en Uruguay, ademas de ser Sabbatical Fellow en
Harvard y uc Berkeley, en los Estados Unidos. Como docente, ha compar-
tido su conocimiento en la UNAM, el 1PN, la Universidad Iberoamericana
y el ITAM.
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